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Prélogo

Hemos oido mds de una vez la opinidn de que una ciencia
debe hallarse edificada sobre conceptos fundamentales,
claros y precisamente definidos. FEn realidad, ninguna
ciencia, nt aun la mds exacta, comienza por tales defini-
ciones. FEl verdadero principio de la actividad cientifica
consiste mds bien en la descripcion de fenomenos, que
luego son agrupados, ordenados y relacionados entre si.
Ya en esta descripcion se hace inevitable aplicar al mate-
rial determinadas ideas abstractas extraidas de diversos
sectores y, desde luego, no unicamente de la observacion
del nuevo conjunto de fenomenos descritos... Solo des-
pués de una mds profunda investigacion del campo de
fenomenos de que se trate resulta posible precisar mas sus
conceptos fundamentales cientificos y modificarlos pro-
gresivamente, de manera a extender en gran medida su
esfera de aplicacion, haciéndolos ast irrebatibles. Este po-
drd ser el momento de concretarlos en definiciones. Pero
el progreso del conocimiento no tolera tampoco la inal-
terabilidad de las definiciones. Como nos lo evidencia el
ejemplo de la Fisica, también los “conceptos fundamen-
tales” fijados en definiciones experimentan una perpetua
modificacion del contenido.

Sigmund Freud

Uno de los conceptos centrales de la Teorfa de la Probabilidad es el de variable
aleatoria, el cual, en un sentido, generaliza al de evento pues un evento A puede
verse como variable aleatoria considerando su funcién indicadora [4. Asociadas a
un evento, tenemos dos probabilidades, la del evento y la de su complemento. En
cambio, asociada a una variable aleatoria X, tenemos una familia de eventos, todos
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aquéllos generados por X, a saber, los eventos de la forma [X € BJ|, en donde B es
un subconjunto del conjunto en donde la variable aleatoria toma sus valores.

Dada una variable aleatoria de interés en un determinado problema, el primer objetivo
consiste en encontrar la distribucién de la variable aleatoria, es decir, el conjunto de
probabilidades de los eventos generados por ella. En el caso de las variables aleatorias
con valores reales, la distribuciéon de una variable aleatoria X queda determinada
por su funcién de distribucién F'x. Dicho de otra manera, la funcién de distribucién
contiene toda la informacién probabilistica de la correspondiente variable aleatoria,
de manera que esta funcién adquiere una importancia bésica.

La funcién de distribuciéon F'y de una variable aleatoria es siempre una funcién moné-
tona no decreciente, de manera que admite una descomposiciéon en una parte de saltos
y una parte continua.

Cuando la parte continua de Fx es cero, se dice que la variable aleatoria es discreta
y en ese caso F'x queda determinada por la funcién de densidad fx de la variable
aleatoria, la cual se define, en este caso, mediante la relacién fx(z) = P[X = z]. De
esta forma, en el caso discreto, el calculo de cualquier probabilidad se reduce a una
suma finita o a una serie, siendo entonces estos conceptos la herramienta matemaética
que se utiliza para estudiar a la variable aleatoria.

Cuando la parte de saltos de Fx es cero, se dice que la variable aleatoria es continua.
En ese caso, es posible que F'y sea no sélo una funcién continua sino también absolu-
tamente continua, es decir que exista una funcién fy tal que Fx(z) = f_roo fx(y)dy,
asi que también en este caso la funcién de distribucién queda determinada por una
funcién de densidad. De esta forma, en el caso absolutamente continuo, el cédlculo
de cualquier probabilidad se reduce a una integral, siendo entonces la Teorfa de Inte-
gracién en una variable la herramienta matematica que se utiliza para estudiar a la
variable aleatoria.

No siempre existe una funcién de densidad asociada a una variable aleatoria, pero
la funcién de distribucién siempre existe. En general, una funcién de distribucién
representa una medida sobre los conjuntos borelianos, a saber, la medida que comienza
por asignar a cada intervalo de la forma (a,b] la medida Fx(b) — Fx(a), y que se
extiende después a todos los borelianos. De esta forma, en general, la herramienta
que se requiere para el estudio de una variable aleatoria es la Teorfa de la Medida en
la recta real.

Es muy frecuente que en un problema de probabilidad estemos interesados no en una
sola variable aleatoria real, sino en una coleccién finita de ellas. Esta coleccién puede
verse como un vector aleatorio pues el conjunto de valores que toma una familia de
n variables aleatorias es una n-ada de nimeros reales, es decir, un vector en R".

Dado un vector aleatorio de interés en un determinado problema, el primer objetivo
consiste en encontrar la distribuciéon de ese vector aleatorio, es decir, el conjunto de
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probabilidades de los eventos generados por las variables aleatorias que forman el
vector, a saber, los eventos de la forma [(X7,...,X,,) € B], en donde X7, ..., X}, son

las variables aleatorias que componen el vector aleatorio y B es un conjunto boreliano
de R™.

Al igual que en el caso de una sola variable aleatoria, la distribucién de un vector
aleatorio queda determinada por una funcién, llamada la funcién de distribucién
conjunta de la familia de variables aleatorias que componen al vector. Esta funcién
contiene toda la informacién probabilistica del vector aleatorio.

También en el caso vectorial, la funcién de distribucién conjunta puede ser una funcién
de saltos o una funcién absolutamente continua, en cuyo caso queda determinada por
una funcién de densidad. La herramienta matematica que se utiliza en estos casos es
la Teorfa de Series Miiltiples, en el caso discreto, y la Teoria de Integrales Muiltiples,
en el caso absolutamente continuo.

No siempre existe una funcién de densidad asociada a un vector aleatorio, pero la
funcién de distribucién conjunta siempre existe. En general, una funcién de distribu-
cion conjunta de n variables aleatorias representa una medida sobre los conjuntos
borelianos de R", de manera que, en general, la herramienta que se requiere para el
estudio de un vector aleatorio es la Teorfa de la Medida en R".

Un problema de especial interés consiste en determinar el comportamiento en el limite
de determinadas funciones definidas mediante familias finitas de variables aleatorias.
En este contexto se obtienen los teoremas fundamentales de la Teorfa de la Proba-
bilidad, los llamados teoremas limite, entre los que se encuentran la ley débil de los
grandes nimeros, la ley fuerte de los grandes nimeros y el teorema del limite central.

Es también frecuente que en un problema de probabilidad estemos interesados no en
una coleccién finita de variables aleatorias reales sino en una infinidad de ellas. En
ese caso el tratamiento matemaético se complica un poco pues un conjunto de posibles
valores de esa familia infinita no puede verse ya como un elemento de un espacio de
dimensioén finita, a saber, R™ para alguna n € N, sino como una funcién definida sobre
el conjunto de indices de la colecciéon infinita de variables aleatorias. Por ejemplo, si
tenemos una variable aleatoria X; para cada nimero real no negativo ¢, entonces un
conjunto de posibles valores de la familia (X;);>o se puede representar mediante una
funcién f : [0,00) — R, en donde f(t) es el valor que toma la variable aleatoria X;.

Dada una coleccién infinita (X, ),er de variables aleatorias reales, el primer objetivo
consiste en encontrar la distribucién de esa familia, es decir, el conjunto de probabili-
dades de los eventos generados por las variables aleatorias que la componen, a saber,
los eventos de la forma [(X'YN e ,X%) € B}, en donde X, ,..., X, son elementos
de la familia y B es un conjunto boreliano de R™. de niimeros reales. El problema

aquf es que ahora la coleccién X, ,..., X, no es fija.
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En este caso, no hay una funcién de distribucién que determine la distribucién de la
familia infinita de variables aleatorias. Lo que se hace es buscar una medida sobre
el conjunto de los posibles valores que toma la familia completa, es decir, sobre el
conjunto de funciones f : ' — R.

El estudio de la funcién de distribucién de una sola variable aleatoria es un tema
que usualmente se desarrolla en un primer curso de probabilidad. Este se encuentra
desarrollado en el primer volumen de este libro.

El estudio de las funciones de distribucién conjuntas y, en general, de los vectores
aleatorios, incluyendo los teoremas limite, es un tema que usualmente se desarrolla
en un segundo curso de probabilidad. Estos temas son el objeto de estudio de este
segundo volumen.

El estudio de las familias infinitas de variables aleatorias es un tema que corresponde a
la Teorfa de Procesos Estocdsticos, la cual actualmente es de fundamental importancia
en la Teorfa de la Probabilidad y sus aplicaciones.

Este segundo volumen integra todo el material que forma parte del programa de un
segundo curso de probabilidad que se ofrece en varias universidades.

Al igual que en el primer volumen de este libro, se pretende aqui presentar una intro-
duccién a la formulacién moderna de la Teoria de la Probabilidad, intentando motivar
heuristicamente los conceptos, ubicar el origen de ellos y exponer los resultados con
el mayor rigor posible.

Este segundo volumen estd dividido en tres grandes partes; en la primera se realiza
el estudio de las distribuciones de vectores aleatorios, en la segunda se tratan los
teoremas limite y en la tercera se exponen temas sobre la historia de la Teorfa de la
Probabilidad.

A su vez, la primera parte se divide en cuatro capitulos: en el primero, distribu-
ciones conjuntas, se introduce el concepto de funcién de distribucién conjunta de
una familia finita de variables aleatorias; en particular, se tratan los casos discreto
y absolutamente continuo, en los cuales existe una funcién de densidad conjunta.
Finalmente se estudia la independencia de variables aleatorias, la cual se caracter-
iza utilizando la funcién de distribucién conjunta y la densidad conjunta, cuando
existe. En el segundo, distribuciones de funciones de vectores aleatorios, se trata
el problema consistente en encontrar la distribucién de sumas, cocientes, productos
y, en general, de cualquier funcién de una pareja de variables aleatorias; se estudia
también el problema consistente en encontrar la distribucién conjunta de variables
aleatorias definidas como funciones de n variables aleatorias con distribucién conjunta
conocida; ademds, se estudian los estadisticos de orden de una familia finita de varia-
bles aleatorias absolutamente continuas, independientes e idénticamente distribuidas;
finalmente, se tratan problemas relativos al cdlculo de esperanzas de funciones de
una familia finita de variables aleatorias y se introducen los conceptos de correlacién
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y covarianza. En el tercer capitulo, distribuciéon normal multivariada, se estudian
las transformaciones lineales invertibles de vectores aleatorios formados por variables
aleatorias independientes, todas ellas con distribucién normal estdndar, obteniendo
de esta forma lo que se llama la distribucién normal multivariada; en particular, se
aplican estas ideas para demostrar algunos resultados titiles en la Estadistica. En el
cuarto capitulo, esperanzas condicionales, se introduce un concepto de especial im-
portancia en la Teorfa de la Probabilidad moderna, el de esperanza condicional de una
variable aleatoria conocido el valor de otra variable aleatoria; se consideran también
las distribuciones condicionales de una variable aleatoria dada otra, tanto en el caso
en que las dos son discretas o absolutamente continuas, como en aquél en el cual una
es discreta y otra absolutamente continua.

La segunda parte consta de un sélo capitulo: teoremas limite. Se comienza este capi-
tulo estudiando la convergencia de variables aleatorias, introduciendo tres diferentes
tipos de convergencia — convergencia en probabilidad, convergencia casi segura y
convergencia en distribucién — y se estudia la relacién que hay entre estos modos de
convergencia. Se continda con el estudio de los teoremas limite, demostrando algunos
de los teoremas fundamentales de la Teorfa de la Probabilidad: las leyes débil y fuerte
de los grandes nimeros y el teorema del limite central; ademads, se trata el problema
de la convergencia de series aleatorias.

Finalmente, la tercera parte se divide en dos capitulos: en el primero, surgimiento del
Calculo de Probabilidades, se analiza principalmente el trabajo realizado, en la Teorfia
de la Probabilidad, por Blaise Pascal, Pierre de Fermat y Christiaan Huygens, quienes
dieron las bases para el desarrollo de un Célculo de Probabilidades como disciplina
matemdtica independiente.En el segundo capitulo, surgimiento de la Teorfa de la
Probabilidad moderna, se analiza el proceso que condujo a la formulacién axiomética
de la Teoria de la Probabilidad, dada por Andrey Nikolaevich Kolmogorov en el ano
1933.

Miguel A. Garcia Alvarez
Marzo, 2004

Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias,UNAM
MEXICO D.F., 04510

e-mail: magaz@servidor.unam.mx
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Notacion

Unién de los conjuntos A y B

Interseccion de los conjuntos A y B

Unién de los conjuntos Ay, ..., A,
Interseccién de los conjuntos Aq, ..., A,
Complemento del conjunto A

Producto cartesiano de los conjuntos A y B
El conjunto A estd contenido en el conjunto B
El conjunto A contiene al conjunto B
Conjunto vacio

Conjunto de los nimeros naturales

Conjunto de los nimeros enteros

Conjunto de los niimeros reales

R U {—o00, 00}

Conjunto de niimeros enteros entre n y m inclusive
Conjunto de nidmeros enteros mayores o iguales a n
Intervalo abierto {z € R |a < x < b}

Intervalo cerrado {z € R |a < z < b}

Intervalo semiabierto {z € R |a < x < b}
Intervalo semiabierto {z € R |a <z < b}
Producto punto de los vectores x y y

Norma del vector z

Valor absoluto del nimero real x

Mayor entero menor o igual a x

Conjugado del nimero complejo z

Minimo entre a y b

Méximo entre a y b

méax(zx, 0)

max(—x,0)

Suma de los nimeros 1, ..., z,

Producto de los niimeros 1, ..., x,

Logaritmo natural de x

Combinaciones de n elementos tomados de k en k
Composiciéon de las funciones f y g

funcién definida sobre el conjunto A, con valores en el conjunto B

x tiende al valor o
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CAPITULO 1

DISTRIBUCIONES CONJUNTAS

Una particula puede tener una posicion o puede tener
una velocidad, pero en sentido estricto mo puede tener
las dos... Cuanto mds aclaramos el secreto de la posi-
cion, mas profundamente se esconde el secreto de la ve-
locidad... Podemos distribuir como queramos la incer-
tidumbre, pero nunca podremos eliminarla.

Werner Heisenberg

Lo que hace que la Naturaleza entrane contenido pro-
babilistico no es nuestro desconocimiento del mecanismo
interno, de las complicaciones internas. La probabilidad
parece ser de algin modo intrinseca... Un filésofo dijo
una vez: "Para que la ciencia exista, es necesario que las
mismas condiciones produzcan siempre los mismos resul-
tados”. Pues bien, no los producen.

Richard Phillips Feynman

1.1. Funciones de distribucién conjuntas

En todo este volumen se asume que se tiene un espacio de probabilidad (€2, <, P)
correspondiente a un determinado experimento aleatorio.

Recordemos ademds que, dadas las variables aleatorias X : Q — R, X; : Q — R, .. |
X, : Q — R, y los subconjuntos de R, B, By, ..., B,, denotamos por [X € B] al
conjunto {w € Q: X(w) € B} y por [X; € By,..., X, € B,] a la interseccién de los
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4 1. DISTRIBUCIONES CONJUNTAS

conjuntos {w € Q: Xy(w) € By}, para k € {1,...,n}. También, si A C R", denota-
mos por [(X1,...,X,) € A] al conjunto {w € Q: (X1(w),...,X,(w)) € A}.

Toda la informacién probabilistica relativa a una variable aleatoria X esta contenida
en su funcién de distribucién pues, disponiendo de esta tltima, se puede obtener la
probabilidad de cualquier evento cuya ocurrencia o no ocurrencia dependa del valor
que tome X. Dos variables aleatorias pueden ser distintas, vistas como funciones
definidas sobre el espacio muestral €2, pero ser idénticas en cuanto a su distribucién
y entonces, desde el punto de vista probabilistico, nos dan exactamente la misma
informacién y pueden ser entonces utilizadas indistintamente para el mismo propésito.
Por ejemplo, consideremos el experimento aleatorio consistente en elegir al azar un
nimero real en el intervalo (0,1) y definamos X como el nimero que se selecciona.
El espacio muestral de este experimento es el mismo intervalo (0,1). Definamos
ahora una nueva variable aleatoria Y mediante la férmula Y = 1 — X. Vistas como
funciones definidas sobre el espacio muestral, X y Y son diferentes pues por un lado
se tiene X (z) = z, mientras que por el otro Y(z) = 1 — x. Ahora bien, como
la eleccién se realiza al azar, X tiene distribucién uniforme en el intervalo (0,1)
y se puede ver inmediatamente que la distribucién de Y también es uniforme en
el intervalo (0,1). Por tal motivo, desde el punto de vista probabilistico, X y YV
tienen el mismo comportamiento y pueden ser utilizadas indistintamente con el mismo
propésito. Por ejemplo, en un problema se simulacion, para generar n nimeros que
puedan considerarse como provenientes de una variable aleatoria con distribucién

exponencial de pardmetro A = 1, se pueden generar n nimeros aleatorios zy,...,x,
cuya distribucién sea uniforme en el intervalo (0,1) y definir, para k € {1,...,n},
Yr = — Inxg. Los ndmeros ¥y, ..., y, resuelven entonces el problema planteado. Pero
definiendo z; = —In(1 — zy), los nimeros z1, ..., z, también lo resuelven.

Cuando en un determinado problema son varias las variables aleatorias de interés,
la coleccién de las correspondientes funciones de distribucién nos da la informacién
probabilistica completa de cada una de las variables aleatorias por separado. Sin
embargo, esta coleccién no nos da la informaciéon completa de las variables aleatorias
vistas como una familia pues falta la informacién correspondiente a la posible relacion
que puede existir entre ellas. Los siguientes 2 ejemplos ilustran este punto.

EjeMpLO 1.1. Consideremos el experimento aleatorio consistente en seleccionar al
azar un punto en el interior del cuadrado de vértices A(0,0), B(1,0), C(1,1) y
D(0,1). Definamos entonces las variables aleatorias X y Y como la abscisa y or-
denada, respectivamente, del punto seleccionado.
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Recordemos que en un experimento de este tipo, la probabilidad de que el punto se-
leccionado esté contenido en un subconjunto A de R? es igual al cociente del drea de
ANC entre el drea de C, en donde C representa la region en la cual se selecciona el
punto. Con base en esto, las funciones de distribucion de X y Y pueden obtenerse
facilmente, llegdndose al siguiente resultado:

0 stx <0
Fx(z)=} z si0<z<1
1 stx>1

0 ssy<0
s10<y<1
sty >1

Fy(y) =

— <

EseMpLO 1.2. Consideremos ahora el experimento aleatorio consistente en selec-
cionar al azar un punto sobre la diagonal de pendiente 1 del cuadrado de vértices
A(0,0), B(1,0), C(1,1) y D(0,1). Definamos, como antes, las variables aleatorias X
y Y como la abscisa y ordenada, respectivamente, del punto seleccionado.

Recordemos que ahora, la probabilidad de que el punto seleccionado esté contenido
en un subconjunto A de R? es igual al cociente de la longitud de AN D entre la
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longitud de D, en donde D representa la region en la cual se selecciona el punto. Con
base en esto, las funciones de distribucion de X yY pueden, nuevamente, obtenerse
facilmente, llegindose al siguiente resultado:

0 st <0
Fx(z)=¢ =z si0<z <1
1 six>1

@)

sty <0
si0<y<l1
siy>1

Fy(y) =

— <

Como puede verse, en ambos problemas se obtienen las mismas funciones de distribu-
cién para las variables aleatorias X y Y. Sin embargo, es evidente que la relacién entre
X y Y es distinta en los dos problemas. En el ejemplo 1.2, conociendo el valor de
X se obtiene inmediatamente el de Y pues Y = X; en cambio, en el ejemplo 1.1, el
conocimiento de X no nos da informacion sobre el valor de Y pues en cualquier caso
éste puede ser cualquier nimero entre 0 y 1.

En el caso de una familia de n variables aleatorias, el papel central, que juega la
funcién de distribucién cuando se trata de una sola variable aleatoria, no lo tiene la
coleccién de las n funciones de distribucién correspondientes, sino lo que se llama la
funcién de distribucién conjunta, concepto que se define a continuacion:

DEFINICION 1.3. [Funcidén de distribucion conjunta/ Sean X1, ..., X,, n variables
aleatorias. La funcion Fx,  x, : R"+— [0,1], definida por:

Fxyox, (21, mn) = P[Xy S, Xy S )

es llamada la funcion de distribucion conjunta de X,...,X,.

Para ilustrar esta definicién, encontremos la funcién de distribucién conjunta de X y
Y en cada uno de los dos ejemplos mencionados previamente.

EJEMPLO 1.4. En el ejemplo 1.1, si0 < x <1 y0 <y < 1, entonces Fxy(z,y) =
PX <z,Y <yl esigual al drea de la region sombreada de la figura siguiente:
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De manera que se obtiene, Fxy(z,y) = xy.
Considerando los diferentes casos, se obtiene:

0 scx<06y<0

zy st0<x <l O<y<l1
si0<z<l,y>1
si0<y<l,z>1
sie>1,y>1

FX,Y(may) =

e S

En el ejemplo 1.2, si0 <z <1y0<y<1, entonces Fxy(z,y) =P[X <z,Y <y]
es igual al cociente de la longitud de la region marcada en negrita de la figura siguiente,
entre la longitud de la diagonal del cuadrado.

De manera que se obtiene, Fxy(z,y) = x.

Considerando los diferentes casos, se obtiene:
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stx<0o0y<0
si0<z<l,y>uw
si0<y<l,y<z
sie>1,y>1

FX,Y(xa y) =

e 8 O

Como puede verse, las funciones de distribucion conjuntas resultan diferentes. La
distinta relacion que hay entre X y Y en los dos problemas no queda reflejada en
las distribuciones de X y'Y por separado, pero si se manifiesta en las distribuciones
conjuntas.

A

La funcién de distribuciéon conjunta de 2 variables aleatorias nos da la informacion
probabilistica de la pareja de variables aleatorias vista como un todo, pero, ademas,
de acuerdo con la siguiente proposicién, nos da la informacién probabilistica de cada
variable aleatoria por separado, cuyas distribuciones son conocidas como distribu-
ciones marginales.

PROPOSICION 1.5. Sean X y Y dos variables aleatorias cualesquiera y sea Fxy su
funcion de distribucion, entonces:

(1) img oo Fxy(z,y) = Fy(y), para cualquier y € R.
(ii) Umy..oo Fxy(z,y) = Fx(2), para cualquier x € R.

Demostraciéon

Seay € Ry (x,) una sucesién mondétona creciente de nimeros reales tal que lim,,... » 2,
= oo. Entonces, la sucesién de eventos [X < z,,Y < y| es monétona no decreciente
y[Y <yl=U",[X <x,Y <y, por lo tanto:

La otra relacién se demuestra de manera similar.

El resultado se puede extender al caso de n variables aleatorias, al igual que algunas
propiedades que tiene la funcién de distribucién de una sola variable aleatoria. Estas
propiedades, cuya demostraciéon se deja como ejercicio, se enuncian en la siguiente
proposicion:

PROPOSICION 1.6. Sean Xi,...,X,, n variables aleatorias y sea Fx, . x, su funcion
de distribucion conjunta, entonces, para cada (Ty,...,T; 1,%j11,...,2Ts) € R"7! se
tiene:
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a) la funcion x — Fx,  x,(T1,...,Tj_1,%,Tj41,...,T,) es no decreciente y continua
por la derecha.

b) Umyenoo Fxy,oox0 (T1, -0y Tjm1, T, T, - o, )
= FX1,,...,Xj,l,XHh...,Xn(51317 ey Tj1, g1y - 733n)
C) hmmw,co FXl,...,Xn(xla ey L1, T, Ty, - - ,!L‘n) =0

Las condiciones arriba mencionadas no son suficientes para que una funcién F' sea una
funcién de distribuciéon. En efecto, consideremos, por ejemplo, la siguiente funcién:

0 stz <06y <0
F(z,y) =} x4y siz+y<l,z>0,y>0
1 siz+y>1,2>0,y>0

Esta funcién tiene las propiedades siguientes:

(i) Para cada y € R, la funcién x — F(x,y) es no decreciente y continua por
la derecha y lim,.. o F'(z,y) = 0.
(ii) Para cada x € R, la funcién y — F(z,y) es no decreciente y continua por
la derecha y lim,.. o F(z,y) = 0.
(iii) Las funciones G : R +— [0,1] y H : R + [0, 1], definidas por G(y) =
limy..oo F(z,y) y H(z) = limy..o F(z,y), respectivamente, son funciones
de distribucién en una variable.

Sin embargo, F' no es una funcién de distribucién conjunta de alguna pareja de
variables aleatorias X,Y. En efecto, si lo fuera, se tendria:

, 0 siz<O0
P[ng]:hmywooFX,Y(x?y):{ 1 siz>0

, 0 siy<O
P[ng]:hm:cwooFX,Y(xay):{ 1 Siz>0

Asi que, P[X =0|=P[Y =0] = 1.
Por lo tanto, se tendria P[X =0,Y = 0] = 1.
Pero, P[X =0,Y = 0] < F(0,0) = 0, lo cual es una contradiccion.

En realidad, una funcién de distribucién representa una medida. En el caso de una
sola variable se trataria de una medida sobre subconjuntos de nimeros reales. En el
caso de la funcién de distribucién de dos variables aleatorias X y Y se tratarfa de una
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medida sobre subconjuntos de R?. En ese caso, dicha medida comenzarfa asignando
el valor Fxy(z,y) = P[X <z,Y <y al rectdngulo infinito (—o0,z] x (—o0,y]. De
manera mds general, si 71 < xo vy y1 < Y2 y C es el rectangulo (z1, 2] X ( y1, 2],
entonces:

P(X)Y) € C] = Fxy(z2,92) — Fxy(z1,52) — Fxy(r2,91) + Fxy(71,91)
Asf que ese valor serfa entonces la medida asignada al recténgulo C.

Obsérvese que, en particular, la cantidad:

Fxy(z2,92) — Fxy(21,92) — Fxy(v2,91) + Fxy(71,91)
es no negativa cualquiera que sea la funcién de distribucién Fy y.

Se puede demostrar que basta con que se cumpla esta condicién adicional para que
una funcién de dos variables represente la distribucién conjunta de dos variables
aleatorias. Es decir, se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.7. Una funcién F : R? — R representa la funcién de distribucion de
una pareja de variables aleatorias X,Y si y solo si se cumplen las siguientes condi-
ciones:

(i) Para cada y € R, la funcién x — F(z,y) es no decreciente y continua por
la derecha y lim,... o F(z,y) = 0.

(ii) Para cada x € R, la funcion y — F(x,y) es no decreciente y continua por
la derecha y lim,,.. o F(z,y) = 0.

(iii) Las funciones G : R — [0,1] y H : R — [0,1], definidas por G(y) =
iMoo F(z,y) y H(x) = limy..o F(2z,y), respectivamente, son funciones
de distribucion en una variable.

(iv) Sixy < xo yyr < yo entonces F(xo,ys) — F(x1,y2) — F(z2,y1) + F(x1,71) >
0.

Obsérvese que en el ejemplo considerado arriba se tiene:
F(1,1) - F(0,1) — F(1,0) + F(0,0) = —1

Es decir, si F fuera la funcién de distribucién de una pareja de variables aleatoria X, Y
y C es el cuadrado 0 < z < 1,0 < y < 1, entonces se tendria P[(X,Y) € C] = —1,
lo cual es una contradiccion.

De manera general, la funcién de distribucién conjunta, de n variables aleatorias, re-
presenta una medida sobre R”, y la familia de variables aleatorias X7, ..., X, puede
verse como la funcién de © en R™ que asigna a cadaw € Q el vector (X;(w), ..., X, (w));
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de esta forma, podemos decir que las variables aleatorias forman un vector aleatorio
(X1,...,Xn).

1.2. Funciones de densidad conjuntas

Cuando se estudia la distribucién de una variable aleatoria por separado, hay dos casos
en los cuales ésta queda determinada por una funcién de densidad. Nos referimos al
caso discreto y al absolutamente continuo. Esta situacion puede extenderse al caso de
una familia de variables aleatorias, lo cual se desarrolla a continuacién. Para claridad
en la exposicién, primero se trata el caso de una familia formada por dos variables
aleatorias y después se enuncian los resultados para el caso general.

DEFINICION 1.8 (Vector aleatorio discreto bidimensional). Se dice que la pareja
de variables aleatorias X,Y forman un vector aleatorio discreto si existe una coleccion
finita o infinita numerable de vectores (x1,y1), (T2,Y2), ... tales que:

(i) P[X =2, Y = ym| > 0 para cualquier m
(i) Y., PIX =xn,Y =y =1

En este caso, la funcion fxy : R? — [0,1] definida por fxy(z,y) = P[X =z,Y =y

es llamada la funcion de densidad conjunta del vector (X,Y).

La propiedad de la aditividad numerable implica la siguiente relacion:

FX,Y (‘Tﬂ y) = Z{(u,v)ERz\ugx,vgy} fX’Y(u7 U)

De manera més general, si A C R?, la propiedad de la aditividad numerable también
implica la relacion:

P[(X,)Y) e Al = Z{(w,y)€R2|(x,y)€A} fxy(z,y)

la cual es sumamente 1til para calcular probabilidades de eventos cuya ocurrencia
depende tanto de los valores de X como de los de Y.

EJEMPLO 1.9. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
Junta dada por:

_Joex sizyyed{l,...,N}
fxy(z,y) = { 0 en otro caso

en donde N es un entero positivo. Encuentre a) el valor de ¢, b) P[X =Y/, ¢)
PIX <Y]yd) P[X >Y].
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Solucion

N2(N+1)
2

..........

Por lo tanto, ¢ = m

b. P[X :Y] Z{zy”xye{l N},z=y} fXY($ y) CZ{(xykvyG{l N},z= y}x

..........

_ 2 NN+ 1
—CZ 1 T= NN D) 2 T N

..........

_ 2 [N(N—l)N _ (N—l)N(QN—l)] _1IN-1
— N2(N+1) 2 6 ~ 3 N
d PIX>Y|=1-P[X<Y]-P[X=Y]|= _%_% %%

A

Obsérvese que, en el tipo de problemas que ilustra el tiltimo ejemplo, en general, se
tendra que encontrar el valor de una doble sumatoria. Este valor podra obtenerse ya
sea fijando primero z y sumando sobre los valores correspondientes de y, para concluir
realizando la sumatoria sobre z, o bien fijando primero y y sumando sobre los valores
correspondientes de x, para concluir realizando la sumatoria sobre y. Esto equivale a
utilizar alguno de los dos métodos siguientes:

PIX,Y)€e A= P[(X,Y)€A X =1] =%, Pl(z,Y) € A, X = a
=2 iyameny PIX =2,Y =]
PIX,Y)eAl=3 P[(X)Y)eAY =yl =3 Pl(X,y) €AY =y
=2 Dwayeny PIX = 2,Y =]

Por ejemplo, la parte ¢ del ejemplo anterior puede también obtenerse de la siguiente
manera:

PIX<Y] =), PIX <V,Y =y = X0, P[X <4,V =y
=N NI PIX =Y =y = e X, Y e = ey el
c N N c N N

=5 [Ty - Xay] = £ XLt - T
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N-1
N

Wl

1 N(N+1)(2N+1) N(N+1)] — L 1]
— N2(N+1) 6 2 - N 6 21 —

Evidentemente, el orden que se escoja conduce al mismo resultado, aunque alguno de
ellos puede conducir a cdlculos més complicados que el otro.

A continuacién se trata la extensién de lo hecho arriba para el caso de 2 variables
aleatorias al caso de n.

DEFINICION 1.10 (Vector aleatorio discreto n-dimensional). Se dice que las va-

riables aleatorias Xy, ..., X, forman un vector aleatorio discreto si existe una colec-
cion finita o infinita numerable de vectores (xgl), . ,xg)), (x?), . ,xg)), ... tales
que:

(i) P [Xl = xgm), X, = x%m)} > 0, para cualquier m.

En este caso, la funcion fx,, . x, :R"+ [0,1] definida por:

fxooxo (@1, xn) =P Xy =21,..., X, = 1,

es llamada la funcién de densidad conjunta de Xq,...,X,,.

La propiedad de la aditividad numerable implica la siguiente relacion:

FX1,~~~7Xn (xh s 71:“) = Z{(yl,...,yn)\ylgxl,...,yngxn,} le,...,Xn (y17 s 7yn)

De manera més general, si A C R", la propiedad de la aditividad numerable también
implica:

(1.1) Pl(Xy,...Xp)€Al= > frxa (... m)
{(x1,....,xn)EA}

EjemprLo 1.11 (Distribucién multinomial). Consideremos un experimento aleato-
rio £ que admita Uunicamente un numero finito de posibles resultados, los cuales de-
notaremos por €i,...,€., Yy Sean py, ..., p, las respectivas probabilidades de que éstos
ocurran. Al considerar el experimento aleatorio consistente en la realizacion de n
repeticiones independientes de &, resulta de interés definir, para cada k € {1,...,r},
la variable aleatoria Nj, como el nimero de veces en que se obtiene el resultado ey,.

Para obtener la funcion de densidad conjunta del vector (Ny,...,N,), consideremos
r numeros enteros no negativos, ny,...,n,, tales que 2221 nE = n.
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El espacio muestral, correspondiente al experimento aleatorio consistente en la rea-
lizacion de n repeticiones independientes de £, consiste de eneadas (e;,, ..., e;,), en
donde iy,...,i, € {1,...,7r}, de tal manera que la probabilidad de obtener la eneada

(€iyy.-.y€i,) €S igual a pyy -+ p;, -

El evento [Ny =mny,...,N,. =n,] consta de todas las eneadas tales que, para k €
{1,...,r}, contengan ny, veces el resultado ej. Cada una de esas eneadas ocurre con
probabilidad pi* - - - p', ast que para calcular la probabilidad del evento:

[Nl :nl,...,Nr :nr]
resta 1unicamente obtener el nimero de eneadas que lo componen.

Ahora bien, en n repeticiones de £, el total de maneras en que se puede obtener, para

ke{l,...,r}, ng veces el resultado ey es igual a:
n\ (n—ni n—mj—-—Nr_1
(’I’Ll) ( n9 ) ( Ny )
— n! (n—ni)!  (rmm—e—ne )l n!
 nil(n—n1)! n2l(n—n1—n2)! ny! T nilngleng!

Se tiene entonces:

n! n1 n . r _
f ( ) _ nl!...nrypl P 81 Zk=1 N ="mn, Ng € {Oa 17 cee 7n}
Ni,..No\T01y ooy T ) =
0 en otro caso

DEFINICION 1.12 (Distribucién multinomial). Se dice que el vector aleatorio
(N1, ..., N,) tiene distribucion multinomial con pardmetros n,py,...,p, Si su funcion
de densidad estd dada por:

n! 1 T . r _
— st n,=mn,n,€40,1,....n
e (na, ) —‘{ P18t Y e =, €401, n)

0 en otro caso
PROPOSICION 1.13. Sea (Ny,...,N,) un vector aleatorio con distribucion multino-
maal de parametros n,py,...,p,. Entonces, dada cualquier subcoleccion N, ..., N;,,
tomada de entre las variables aleatorias N1, ..., N,, el vector aleatorio (N, ..., N; ,n—
°*_ Ni.) tiene distribucion multinomial con pardmetros n, p; L =>0 b

ijl Zj) ene aistre p y Pivy - -5 Digs j=1 Di; -
Demostracién

Obsérvese primero que el vector aleatorio (/Vy, ..., N,) tiene distribucién multinomial
con parametros n,pi,...,p, si y sélo si N, = n — Z;B Ny, si ny,...,n,_1 son

. -1
enteros no negativos tales que Y, _; ng < n, entonces:

P[Nl = nla"wNTfl = nrfl]
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= n! L (] g . n—ni—+—np_1
= gy (n—ni——n,_)1P1 Prq (1 h pr—l)

Por otra parte, basta con demostrar el resultado para s = r — 2 pues el resultado
general, para cualquier s € {1,...,7 — 2}, se obtiene aplicando r — s — 1 veces dicho
resultado. Ademas, reordenando la coleccién Ny, ..., N,, se puede asumir que i, = k.
De esta manera, para s = r — 2 y nq,...,n,_s enteros no negativos tales que m =

—9 .
w1 "k < m, se tiene:

PINi=ny,....,.Noo=n,5]=>""_P[Ni=nq,...,N,_1 = n,_1]

ny—1=0
- N—n1——"Np_2 n! n1 nr—1 n—m—ny_1
- Em-71=0 m!nz!~--nr—1!(n—m—nr—1)!p1 Pt <1 —Pr— prl) "
. n! ny . Nr—2 n—m 1 Nr—1 . . n—m-—nr_—1
o nl!---n,,,glpl Pr_2 ny—1=0 nr,ll(nfmfnrfl)!pT—l (]' b pr—l) "
_ n! ny . r—2 \ON—m (n—m)! Mr—1(1 _ o . n—m—ny_1
- nl!---nr_gl(nfm)!pl Pr—2 nr—1=0 nr_l!(nfmfnr_l)!prl (1 DP1 pr—l) "
_ n! ni . MNp—2 n—m n—m T —1 _ . n—m-—nr—1
= bl (n—m)P1 Dr2 2.n,_1=0 (npl)pr—l (I—p Pro1) '
_ n! Mt (1 —py— e — yrm
= ol (n—m)P1 Pr—2 N Pr—2
[
COROLARIO 1.14. Sea (Ny,...,N,) un vector aleatorio con distribucion multinomial
de pardmetros n,py,...,p., entonces, para k € {1,...,r}, la variable aleatoria Ny

tiene distribucion binomial con pardmetros n y py.

La definicién de funcién de densidad en el caso n-dimensional absolutamente continuo
es similar a la definicion en el caso de una sola variable aleatoria.

DEFINICION 1.15 (Vector aleatorio absolutamente continuo). Se dice que la
funcion de distribucion conjunta, Fx, . x,, de las variables aleatorias Xy, ..., X, es
absolutamente continua si existe una funcion boreliana fx, . x, : R" — R integrable
tal que:

Fxyxn (@1, mn) = [T0 e [ fxy o x W W)y - dy
para cualquier vector (z1,...,x,) € R™.

En este caso se dice también que las variables aleatorias X1, ..., X, forman un vector
aleatorio absolutamente continuo y la funcion fx, . x, es llamada una funcion de
densidad conjunta de X;, ..., X,.

n

Al igual que en el caso de una sola variable aleatoria, cuando existe una funcién de
densidad conjunta de n variables aleatorias, X7,..., X,,, ésta no es tinica. En efecto,
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dada una de ellas, se puede, por ejemplo, modificar su valor en un numero finito
de puntos y la nueva funcién que se obtiene sigue siendo una funciéon de densidad
conjunta de Xy,...,X,.

Dado un vector (x1,...,2,) € R" definamos A = {(y1,...,yn) | 1 < @1, ., Yn < T}
La propiedad que caracteriza a una funcién de densidad conjunta de Xi,..., X, se
puede escribir entonces de la siguiente manera:

12) P X €A = [ [ fo e ) du,

Se puede demostrar que esta misma relacién se cumple para cualquier conjunto bore-
liano A C R".

EJEMPLO 1.16. Sean X yY dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta
dada por:

ie ve ¥ six>0,y>0
0 en otro caso

f(z,y) :{

Encuentre a) P[X <2Y]| y b) PlY <2X].
Solucion

. PIX <2Y]=[7 2y 16 ve vdxdy = [T e yf0y1€ vdxdy
= [Jevl—eNdy=1—¢"?
b. PlY <2X] = fo fE ye ve ydmdy—fo e yf —e yda:dy
2

=Jo e

y=ce

l\J\H
N

A

La funcién de distribucion conjunta de las variables aleatorias X y Y del ejemplo 1.1
es absolutamente continua. En efecto, la funcién:

1 si0<zx<l, 0<y<1
0 en otro caso

fxy(z,y) = {

es una funcién de densidad conjunta de X y Y.
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En cambio, la funcién de distribucién conjunta de las variables aleatorias X y Y del

ejemplo 1.2 no es absolutamente continua. En efecto, si existiera una funcién de densi-

dad conjunta, fyy,de X yY,setendrial = P[(X,Y) € D] = [[ fxy(x,y)dydz =0,
D

yva que el drea de D es cero. Obsérvese que en este caso la funcién de distribucién
conjunta F'xy es una funcién continua y que, vistas por separado, tanto X como Y
son absolutamente continuas.

En general, se puede afirmar que si la pareja (X,Y’) toma tinicamente valores dentro
de un subconjunto A de R? de drea cero, entonces la funcién de distribucién Fxy no
es absolutamente continua pues en caso de serlo se tendria:

1=P[X,)Y)e Al = L&ffx,y(x,y)dyda: =0.

EjemprLo 1.17. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
sobre la base AB de un tridngulo equildtero ABC' cada uno de cuyos lados mide 2
unidades. Sean X y Y las distancias del punto seleccionado a los vértices C' y A,
respectivamente. ;Fxiste una funcion de densidad conjunta de X yY ¥

Solucion

No existe una funcion de densidad conjunta pues la pareja (X,Y') dnicamente toma
valores sobre la parte de la hipérbola x* — (y — 1)*> = 3 que se encuentre dentro del
rectdngulo V3<z< 2,0 <y <2, la cual tiene un drea igual a cero.

A

En el caso de un experimento aleatorio consistente en la eleccién al azar de un punto
dentro de un subconjunto R de R?, definamos las variables aleatorias X y Y como la
abscisa y ordenada, respectivamente, del punto seleccionado. Si el drea de la regién
R est4 bien definida y no es cero, entonces la funcién f : R? — R definida por:
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l .
——— si(z,y) €R
— Area de R
f,y) { 0 en otro caso

es una funcién de densidad conjunta de X y Y. En efecto, si A es un subconjunto de
R? para el cual la integral [[ f(z,y)dxdy estd bien definida, entonces:
A

P[(X,Y) € A] = Areade A0k — ([ f(y y))dady
A

De una manera mds general, en el caso de un experimento aleatorio consistente en la

eleccion al azar de un punto dentro de un subconjunto R de R”, definamos las variables

aleatorias Xi,...,X,, como las coordenadas del punto seleccionado. Si la integral

[+ [dyy -+ dy, estd bien definida y es positiva, entonces la funcién f : R" — R
R

definida por:

1 .
Ty, S (@, @) ER
f(xlf" ’xn) _ { fRfdyl dyn
0 en otro caso
es una funcién de densidad conjunta de X, ..., X,,. En efecto, si A C R" y la integral
f ---ff(xl, oo xy)dxy - - - dz, existe, entonces:
A
fA...fdxl...dmn
Pl(Xy,...,X,) € Al = fﬁf}dm = f-;‘-ff(wl,--- L xn)day - -y,
R

Por otra parte, al igual que en el caso de una sola variable aleatoria, cuando la
funcién de distribucién, F,  x,, de una familia de variables aleatorias, Xi,...,X,,
es derivable, entonces es absolutamente continua y la funcién de densidad conjunta
se obtiene mediante la férmula siguiente:

fxi,.x, = T Or1..00n

De manera mas especifica, la continuidad absoluta de un vector aleatorio n-dimensional
puede establecerse aplicando el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.18. Sea (X, ..., X,,) un vector aleatorio con funcién de distribucion
conjunta Fx,  x, y S C R"™ un conjunto abierto tal que P[(X,...,X,) € S| = 1.
Supongamos que:

(i) Fx, .. x, es continua sobre R™.

(ii) 8nFX1 ,,,,, Xn

pr— existe y es continua sobre S.
T1-0Tn
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Entonces, el vector aleatorio (Xi,...,X,) es absolutamente continuo y la funcion:
O"Fxy, . Xn .
f (2 ) = 4 Oen-Din (X1, ., xn) St (T1,...,2,) €8
X, Xp \ 1y e e ey bn ) —
0 en otro caso

es una funcion de densidad conjunta, fy . .

EjeMpPLO 1.19. Consideremos la funcion de distribucion del ejemplo 1.1, la cual estd
dada por:

0 stx<006y<O0

zy s10<zx<l]l O<y<l1
si0<z<l,y>1
si0<y<l,z>1
sie>1,y>1

FX,Y(xvy) -

—_e 8

Se puede ver inmediatamente que Fxy es continua sobre R?* y, si S = (0,1) x (0,1),

entonces P[(X,Y)e S| =1y 828];—;5 existe y es continua sobre S. Por lo tanto, el

vector aleatorio (X,Y) es absolutamente continuo y una funcion de densidad con-
junta, f, ., de (X,Y) estd dada por:

foola y):{ S (z,y) si(wy) €S :{ 1 si(z,y) €S
X,Y ?

0 en otro caso 0 en otro caso

EJjEmpPLO 1.20. Consideremos la funcion de distribucion del ejemplo 1.2, la cual estd
dada por:

0 stx<006y<o0
r st0<zx<l,y>x
y st0<y<l,y<ux
1 sstz>1,y>1

FX,Y(xuy) -

Se puede ver inmediatamente que Fxy es continua sobre R* y si S = (0,1) x (0,1),

entonces P[(X,Y) € S] = 1. Pero PEXY o episte sobre S pues, para 0 < x < 1,

Dwdy

OFxy . .

=Y s discontinua en y = .
T

vista como funcion de vy,

Por lo tanto, no se puede concluir, basindonos en la proposicion 1.18, que la pareja
X, Y forme un vector aleatorio absolutamente continuo.

EJEMPLO 1.21. Sea (X,Y') un vector aleatorio con funcion de distribucion conjunta
Fxy dada por:
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stz <00y<0
(By+ay®) si0<z<1l, 0<y<l
(2% + ) si0<z<l,y>1
(y+y?) si0<y<l,z>1

sie>1,y>1

FX,Y(xa y) =

oI = O

Encuentre P [2X < 3Y].
Solucion

Se puede ver inmediatamente que Fxy es continua sobre R* y si S = (0,1) x (0,1),

entonces P[(X,Y)e S| =1y 828?55 existe y es continua sobre S. Por lo tanto, el

vector aleatorio (X,Y) es absolutamente continuo y una funcion de densidad con-
junta, f ., de (X,Y) estd dada por:

&?Fxy . 30,2 2 :
= (1, si(z,y) €8 S(x” + si0<zx<l1l, O0<y<l1
fX,Y(xay) :{ Oz0y ( y) ( y) :{ (2)< y) Yy

0 en otro caso en otro caso

De manera que:

P2X <3Y] =3 [§ [or(a® + y*)dyde =

1.3. Funciones de densidad marginales

Sea (X1, ..., X,) un vector aleatorio discreto con funcién de densidad conjunta fx, _ x, .
Por la propiedad de la aditividad numerable, se tiene:

le,...,Xj,l,XjH,...,Xn (T1se s T, Tty -+ -5 Tp)

= Zm le,...,Xn(xh Ce ,xj_l,x, l’j_H, e ,l’n)

Para 1 <1 < j < n, aplicando dos veces la férmula anterior, se obtiene:
fX17---7Xi—17Xi+17"'7Xj—17X‘]'+17"'7Xn (ZL‘h ey L1, T 1y - -y Lj—1, L1y e e - ,ZL‘n)
- Zz,y le,...,Xn(wla w3 Li—15, L, L1y - - - >$j71>y7 :Uj+17 s 7*7771)

Aplicando varias veces la primera férmula, se obtiene una férmula similar para la fun-
cién de densidad conjunta de cualquier subfamilia de las familia de variables aleatorias
Xi,...,X,. En particular, se tiene:

Fxi (@) =20 s d XX (15 T, T Ty, - T)
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Para el caso de dos variables aleatorias, X, Y, este resultado se escribe de la siguiente
manera;

fx(@) =22, fxy(z,y)
fr(y) =22, fxy(x,y)

En este contexto, las densidades fx y fy son conocidas como densidades mar-
ginales.

EjeEmMpPLO 1.22. Sea (X,Y') un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
junta dada por:

2 sixz,y€{l,...,N}

_ N2(N+1)
fX,Y<x>y) { 0 en otro caso

en donde N es un entero positivo. FEncuentre las funciones de densidad marginales

Ix vy fr

Solucion
N x
fx(x) = Zy fxy(z,y) = mzyzlx = m, para z € {1,...,N}

fr(y) =2, fxy(z,y) = mzfﬂx =4, paray € {l,...,N}

En el caso absolutamente continuo, se tiene:

FX1,...,Xj_1,Xj+1,...,Xn (ZEl, e ,Ij_l, l’j+1, Ce ,ZEn)

=My oo Fxyox, (1,00 Tj1, 8, T 41, ., Ty)

= lim,.. o ff;o . .. ffgl ffoo ffgl ...

e X xa (YL Y5 Y Yt - - Y)Y - dyjadydy; - - - dip

T Ll ol ha

T ff;lo le,...7Xn(y1a e Yi-1Y Y41 - s Yn )Y - - dyj1dydy;—1 - - - dys
Nl

e L F e Xa (YL Y Y Yt - Y )Yy - dyjaadyiy - dy

Por lo tanto:
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=[*f (x Tj1,T, T, xy,)dz

= Joo S X1y X \ Ly e ey b1 by Ll - e ey by

es una funcién de densidad conjunta de Xi,..., X; 1, Xj44,..., X,,.

Para 1 <1 < j < n, aplicando dos veces la férmula anterior, se obtiene:

le,...,Xq;_l,XH_l,...,Xj_l,Xj+1,...,Xn (.fl, vy Li—15, Lid 1y - - - 7xj—17 xj—I—l) e ;In>
[e.e] o0

= f—oo f—oo le,...,Xn(ajla ey =15, Ly L1y e X1, Y, Tjg1y - - - axn)dxdy

Aplicando varias veces la primera férmula, se obtiene una férmula similar para una
funcién de densidad conjunta de cualquier subfamilia de las familia de variables aleato-
rias X1, ..., X,. En particular, se tiene:

fx;(z;) = ffooo e ffooo fxoxn (@1, T, 25, Ty -, Tp)dTy o drjgdTjy L dy,
En particular, para el caso de dos variables aleatorias, X, Y, se tiene:
ffooo fxy(z,y)dy es una funcién de densidad de X.

ffooo fxy(z,y)dx es una funcién de densidad de Y.

Para el caso de tres variables aleatorias, X, Y, Z, se tiene:

f f fxyz(z,y, z)dydz es una funcién de densidad de X.

ffooo ffooo fxy.z(z,y, z)drdy es una funcién de densidad de Y.

ffooo ffooo fxv.z(z,y, z)drdy es una funcién de densidad de Z.

ffooo fxvz(x,y, z)dr es una funcién de densidad de Y, Z.

ffooo fxy.z(x,y,z)dy es una funcién de densidad de X, Z.

ffooo fxvz(z,y,z)dz es una funcién de densidad de X, Y.

Siendo rigurosos, se requiere de una pequena correccién en lo dicho anteriormente.
Por ejemplo, en el caso de un vector aleatorio absolutamente continuo (X,Y’), con
funcién de densidad conjunta fxy, se tiene:

I 25 fxy (w,y)dady = 1

Asi que, de acuerdo con el teorema de Fubini (ver apéndice), el conjunto de puntos
y € R para los cuales la funcién = — fxy(z,y) no es integrable, tiene medida cero;
es decir, existe un conjunto A C R, de medida cero, tal que ffooo fxy(z,y)dr < o0
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para cualquier y ¢ A. Los puntos y € A no afectan la integrabilidad de fxy como
funcién de dos variables, pero se tiene ffooo fxy(z,y)dx = oo para cualquier y € A.
Entonces, si bien la funcién y — ffooo fxy(z,y)dz es una funcién de densidad de Y,
no toma unicamente valores reales y hasta ahora hemos pedido a toda funcién de
densidad el ser una funcién real valuada.

Con el objeto de no acarrear este detalle en lo que sigue, cuando tengamos un vec-
tor aleatorio absolutamente continuo (X, Y’), con funcién de densidad conjunta fxy,
tomaremos como funciones de densidad de X y Y a las funciones definidas, respecti-
vamente, como sigue:

en otro caso

fx(@) = { gfooo Py (@y)dy st [ oy (@, y)dy < oo

en otro caso

fr(y) = { Offooo fxy(zy)de si [7 fxy(z,y)de < oo

Haremos las mismas consideraciones en el caso de un vector aleatorio absolutamente
continuo (X7y,...,X,).

EJEMPLO 1.23. Sean X yY dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta
dada por:

eve ¥ six>0,y>0
en otro caso

o =

f(x,y)z{

Encuentre una funcion de densidad de Y .
Solucion
Para y > 0, se tiene:
oo —% _ - © 1 —Z -
frw) = J; se veldr=e v, se vdr =e™?
Ast que Y tiene distribucion exponencial con pardmetro A = 1.

EJEMPLO 1.24. Se elige un punto al azar en el interior del circulo de centro en el
origen y radio R. Sean X y Y la abscisa y ordenada, respectivamente, del punto
seleccionado. Encuentre las funciones de densidad marginales fx y fy.

Solucion

Se tiene:
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si x? +y? < R?
en otro caso

_1
fxy(z,y) = { 6R2
Por lo tanto:

Fx( f%wmdy siv€(-R,R) _ | ;@VR*—a? siz€(~R,R)
en otro caso 0 en otro caso

friy) = f i e siy € (<R.R) :{ 2/ = siye(-R,R)
0

en otro caso
en otro caso

1.4. Distribuciones conjuntas de variables aleatorias independientes

Recordemos (ver seccién 6.4 del primer volumen de este libro) que se dice que n va-
riables aleatorias, X7, ..., X}, son independientes si para cualquier coleccién de con-
juntos borelianos de nimeros reales, Ay, ..., A,, los eventos [X; € Ay, ..., [X, € A,]
son independientes.

Ademss, se tienen los siguientes resultados:

PROPOSICION 1.25. Sean X1, ..., X, n variables aleatorias independientes y f1,..., fn
n funciones borelianas de R enR. Entonces las variables aleatorias fi(X1), ..., fu(Xn)
son independientes.

PrROPOSICION 1.26. Sean Xi,..., X,1m 1+ m variables aleatorias independientes y
f RP—Ryg:R"— R dos funciones borelianas cualesquiera. FEntonces las
variables aleatorias f(Xi,..., X)) v f(Xnt1,- .., Xntm) son independientes.

Dadas dos variables aleatorias independientes X y Y, se tiene, para cualquier vector
(z,y) € R%:

Fxy(z,y) =P[X <2,V <y|=P[X <z|P[Y <y| = Fx(z)Fy(y)

Si, ademds, tanto X como Y son absolutamente continuas, con funciones de densidad
fx v fy, respectivamente, se tiene:

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) = [* [xw)du [*_ fy()dv = [T [*  fx(u)fy(v)dvdu

Por lo tanto, el vector (X,Y’) es absolutamente continuo y fx fy es una funcién de
densidad de (X,Y).

De la misma manera, si tanto X como Y son discretas, con funciones de densidad fx
y fy, respectivamente, se tiene:
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fxy(z,y)=P[X =Y =y|=P[X =2 PlY =y = fx(2)fr(y)

A continuacion se demuestran los inversos de estos resultados.

PrROPOSICION 1.27. Las variables aleatorias X, ..., X, son independientes si y solo
st su funcion de distribucion conjunta es igual al producto de las funciones de dis-
tribucion marginales.

Demostracion

Unicamente se hard la demostraciéon para el caso de dos variables aleatorias. La
prueba en el caso n-dimensional es similar.

Sean X y Y dos variables aleatorias tales que Fyy (z,y) = Fx(x)Fy(y) para cualquier
vector (x,y) € R?. Definamos entonces:

H-JlacRr. A es boreliano y
- " PIXeAY <y =P[X € A]P[Y <y| para cualquier y € R

H es entonces un d-sistema que contiene a todos los intervalos de la forma (—oo, x],
los cuales forman un 7-sistema que genera a los borelianos. Con base en el teorema
de clases mondétonas (ver subseccién 5.5.1 del primer volumen de este libro), se con-
cluye entonces que H contiene a todos los borelianos. Es decir, P[X € A,Y <y| =
P[X € A] P]Y < y| para cualquier y € R y cualquier boreliano A C R.

Sea ahora:

B es boreliano y
G=<{BCR: P[Xe€AYeB=P[XeAP|Ye€B|

para cualquier boreliano A

Con base en el resultado anterior, G es un d-sistema que contiene a todos los intervalos
de la forma (—o0, y|, los cuales forman un w-sistema que genera a los borelianos. Con
base en el teorema de clases monétonas, se concluye entonces que G contiene a todos
los borelianos. Es decir, P[X € A,Y € B] = P[X € A|P[Y € B| para cualquier

pareja de borelianos A y B. Asi que X y Y son independientes. .

PROPOSICION 1.28. Supongamos que el vector aleatorio (Xi,...,X,) es discreto o
absolutamente continuo, entonces, las variables aleatorias que lo forman son inde-
pendientes si y solo si el producto de sus funciones de densidad es una funcion de
densidad conjunta de (X1,...,X,).

Demostracion

Unicamente se hard la demostracién para el caso de dos variables aleatorias. La
prueba en el caso n-dimensional es similar.
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Sea (X, Y') un vector aleatorio discreto o absolutamente continuo y supongamos fx fy
es una funcion de densidad conjunta de (X, Y).

En el caso discreto, se tiene:

Fxy(z,y) = Z{(u,v)€R2|u§x,U§y} fxy(u,v) = Z{(u,u)eﬂwugx,vgy} fx(u) fy(v)
- Z{u€R|u§1’} fx(u) Z{Uemyggg} fy(v) = Fx(z)Fy (y)

Mientras que en el caso absolutamente continuo, se tiene:

Fxy(z,y)= " [* fxy(uv)dvdu= [T _[*  fx(u)fy(v)dvdu
= ffoo fx(u duf fy(v)dv = Fx(x)Fy(y)

Asi que, en cualquier caso, la funcién de distribucién conjunta de X y Y es igual al
producto de las funciones de distribuciéon marginales. Por lo tanto, con base en la
proposicién 1.27, las variables aleatorias X y Y son independientes.

Como ejemplo, se puede ver inmediatamente que las variables aleatorias del ejemplo
1.1 son independientes mientras que las del ejemplo 1.2 no lo son.

EJEMPLO 1.29. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
Junta dada por:

1 .
_ [ warmlety) sizye{l,... N}
fXY(:E’y) { 0 en otro caso

sSon X y'Y independientes?

Solucion

fx(@) =2, fxxy (@,9) = 5o Loy (T +9) = spm (Ve + T
:m—kﬁ, parax € {1,...,N}

fr(y) = 3, Fev (@) = 3o et (@ +9) = 50 (Ny + 255

= ok + o ey € {1,... N}
Se tiene fxy # fxfv, por lo tanto X yY no son independientes.

EJEMPLO 1.30. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
Junta dada por:
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4 .
_ | ewrry siz,y€{l,...,N}
Sy (@,9) { 0 en otro caso
sSon X y Y independientes?

Solucion
N x
fx(x) = Zy fxy(z,y) = m Zyzl TY = m, parax € {1,...,N}

() =2, fxy(z,y) = m SN ay = %; paray € {1,...,N}

Se tiene fxy = fxfy, por lo tanto X yY son independientes.

EJjEmprLo 1.31. Sea Yi,Ys, ... una sucesion de variables aleatorias independientes,
todas ellas con distribucion Bernoulli de parametro p y, para k € N, definamos:

T —inf {j € N: £, Yi = k}

St vemos a las variables aleatorias Y1, Ys, ... como una sucesion de ensayos de Bernoulli
independientes, en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es p, las varia-
bles aleatorias 11,75, ... son los tiempos en que ocurre éxito. Vamos a encontrar,
para cada n € N, la funcion de densidad conjunta de Y1 = T1,Ys = Ty —T1,Y; =
T3—T2,...,Yn:Tn—Tn,1.

Definamos Xog =0 y, para k € N, X}, = Zle Y;, entonces:
(i) Si0 < ky < --- < ky, entonces las variables aleatorias X, , Xx, — Xk, - -
Xy, — Xk,_, son independientes.
(i) Sij <k, entonces la variable aleatoria Xy — X; tiene distribucion binomial
con parametrosn =k —j y p.
Para yy,...,y, € N, se tiene:
Plh=y,Th-Ti=ys....,Tn =T 1 =y
=Phi=y,Lr=yi+y2... Th=vy1+y2+ -+
- P [Xy1,1 - O, Xyl - 17Xy1+y2*1 - 1,Xy1+y2 - 2, ey
Xy1+...+yn_1 =n — ]., Xy1+...+yn = TL]

=P[Xy1=0,Xy, - Xy =1 Xyhp1 — Xy =0, X4 — Xypip1 =1,

Xy1+---+yn71 o Xy1+---+yn71 = OaXy1+---+yn o Xy1+---+yn71 = 1]
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=1 =p'p(l=p)»~tp--- (1 —-p)"~'p

Ast que Ty, T5 =Ty, ..., T, —T,_1 son independientes y todas ellas tienen distribucion
geométrica con pardmetro p.

EJEMPLO 1.32. Supongamos ahora que un cierto evento ocurre en los tiempos aleato-
rios, 11,15, ..., de tal manera que las variables aleatorias Y1 = 11, Yo = 1o — 17,
Ys=1T5—1T,, ... son independientes y todas ellas tienen distribucion geométrica con
pardmetro p. Vamos a demostrar que existe una sucesion de variables aleatorias in-
dependientes, Y1,Ys, ..., todas ellas con distribucion Bernoulli de pardmetro p tales

que, para k € N, Ty, :inf{j eN: Zgzly;. — k}

Para cada k € {0,1,...}, sea Xy el nimero de veces que ocurre el evento hasta el
tiempo n y definamos Y1 = X1, Yo = Xo — Xy, Y3 = X35 — X,, .... Entonces,

evidentemente. se tiene, para k € N, T}, = inf {j e N: 25:1 Y, = k}

Sean ki, ko, ...k, € {0,1}, r = ki + ko + ...+ k, ykj, = - =kj =1, con
Ji,o s gr € {1, ... n}, j1 <o < Jp. Entonces:

PYy =k, Yy =ko,....Y, = k]

= PX; =k, Xo— X1 =koy ..., Xy — Xpiq = k]

=P[Xi=k,Xo=k +ko,...,Xp=k1+kat+ -+ k)

=PIy =ji,....,Tp = jp, Triq > 1l
=PNh=5T-Ti=j—j.... T —T-1=Jr — o1, L1 = T, >n — j;]
=p(L—p)Ip(1 —p)2 7t p(1 = p)r T (L = p)

— pr<1 _ p)n—r

— pk1+k2+-..+kn(1 _ p)n*(k1+k2+-‘.+kn)
— pk‘l(l _ p>1—k1pk‘2(1 _ p)l—kQ . _kayL(l _ p)l—k‘n
Asi que las variables aleatorias Yi, ...,Y, son independientes y todas ellas tienen

distribucion Bernoulli con pardmetro p.
A
Cuando se tiene una sucesion de ensayos de Bernoulli independientes en cada uno

de los cuales la probabilidad de éxito es p, se puede pensar esta sucesién como una
sucesion de eventos que ocurren aleatoriamente en tiempos enteros positivos de tal
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manera que, para cada entero k, la probabilidad de que ocurra el evento en el tiempo
k es igual a p. Si definimos X} como el nimero de veces que ocurre el evento hasta
el tiempo k, entonces el proceso X, tiene las siguientes propiedades:

(i) Xo=0
(ii) Si0 < k; < -+ < ky,, entonces las variables aleatorias Xy,, Xx, — Xg,, - - -
Xy, — Xk, _, son independientes.
(iii) Sij < k, entonces la variable aleatoria X — X tiene distribucién binomial
con pardmetros n =k —j y p.

Inversamente, si un proceso X}, satisface las condiciones ¢, 7 y 77, entonces la sucesion
X1, Xo — X1, X35 — Xy, ... constituye una sucesién de ensayos de Bernoulli indepen-
dientes en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es p. Ademads, como
X = Zle X; — Xj_1, X es igual al nimero de éxitos hasta el tiempo k.

EjempPLO 1.33. Consideremos una sucesion de ensayos de Bernoulli independientes
en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a p y, para k € N, sea Xy,
el nimero de fracasos antes del k-ésimo éxito. Vamos a encontrar, para cada n € N,
la funcion de densidad conjunta de X1, Xo — X1,..., X, — X,,_1.

Para j1,...,75, € N tales que j; < ... < jn, se tiene:

PXi =g, s Xn=Jal = (1= p)tp(1 = p)21p- - (1= p)nIn-ip = (1 — p)lnp"
Ast que, para ky, ..., k, € N, se tiene:

PXi=k,Xo—X1=ko,... X, — X;, 1 = k]

=P Xi=k,Xo=k+k.... X, =k +k+- - +k)

= (1 —phthetthopt = (1 —p)ip(l —p)*2p--- (1 —p)*p

Ast que X1, Xo — X1,..., X, — X,,_1 son independientes y todas tienen distribucion
geométrica con pardmetro p.

A

En el caso de dos variables aleatorias independientes, X, Y, que sean discretas o abso-
lutamente continuas, el calculo de una probabilidad P [(X,Y) € A], para un subcon-
junto A C R2, se simplifica gracias a la proposicién 1.28 y porque una probabilidad de
la forma P [X € B,Y € C] puede obtenerse como el producto P [X € B]P[Y € C].

EJjEmpPLO 1.34. Sean X y Y wariables aleatorias independientes, cada una de las
cuales tiene distribucion geométrica con pardmetro p. Encuentre a) P(X >2Y) y b)
P(Y > X).
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Solucion

@ P[X>2Y] =2 P[X>2Y,Y =y] = Y2 P[X >2y,Y =y
=20 PIX > 29| PIY =y] =372 (1 = p)**'p(1 —p)
=p(1—p) X201 = p)* = p(1 — p) =ity = 24

b. P[Y > X] =32 P[Y > X, X =a] =2 P[Y >z, X = 1]
=Yoo PIY 2 2] P[X = 2] = 3777 (1 - p)*p(1 — p)*

=P ol —p)* = 1—(1p—p)2 = Q%p

EjEMPLO 1.35. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial, X de parametro \; yY de pardmetro As. Encuentre P [X < Y.

Solucion

P X < Y fO f A Age~ % 67)‘2ydydx = fooo )\162—)\1336—)\2de

)\1 + )\2) /\1+)\2)xdl’ = S

/\1 +)\2 0 A1t+A2

EJEMPLO 1.36. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial de pardmetro X. Encuentre a) P[X <2Y]yb) P[2X < 3Y +1].

Solucion
a. P[X <2Y] = [~ f;o Ne e Mdydr = [ Ae 2%dy = 2
b. P2X <3Y +1] = [;© foé(gyﬂ) Ne e~ Ndrdy

=[S eV [1 — e’%(?’y“)} dy = [ Ae™Mdy — [ Ae=20v gy =1 — %e’%A

EjemMpPLO 1.37. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, las tres con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre P [X +Y > %Z]

Solucion
PIX+Y > 32 = [ (7 [ s dyde + [ [} dydo) dz

1 rl 1 _ 5 7o 47
o Juy Jops dydedz = 5+ 55 = 3
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EJERCICIOS

EJjercicio 1.1. Para cada una de las siguientes funciones, determine si F' es una
funcion de distribucion conjunta y, de ser asi, disene un experimento aleatorio y
defina dos variables aleatorias cuya funcion de distribucion conjunta sea F.

0 stx<00y<O
a) Flr,y)=¢ vy six>0,0<y<1
1 stx>0,y>1

0 sitx<loy<O0
b) Flz,y) =< 2%y siz’y<l,x>1,y>0
1 six’y>1,0>1,y>0
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EJjERrcICIO 1.2. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
en el interior del rombo de vértices A(2,0), B(0,1), C(—2,0) y D(0,—1). Sean X y
Y la abscisa y la ordenada, respectivamente, del punto seleccionado. Encuentre los
valores de la funcion de distribucion conjunta, Fxy(x,y), de X yY, para las parejas
(x,y) pertenecientes al primer cuadrante.

EJERCICIO 1.3. Demuestre la proposicion 1.6.

EJjercicio 1.4. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar 10 veces
un par de dados y definamos X como el nimero de veces en que no se obtiene 5 en
ninguno de los dos dados yY como el nimero de veces en que se obtiene 5 en los dos
dados. Encuentre la funcion de densidad conjunta de X y Y.

EJERCICIO 1.5. Un experimento aleatorio admite inicamente 3 posibles resultados,
e1, e Y ez, con probabilidades p1, po y p3 = 1 — p1 — pa, respectivamente. Supongamos
que este experimento se repite, en forma independiente, n veces y, para i € {1,2,3},
llamemos X; al nimero de veces que ocurre e;. Encuentre a) la funcion de densidad
de X1+ Xoyb)paraze€{0,...,n} yye{0,....2}, P Xo=y | X;+Xo=2].

EJjercIiCIO 1.6. 2r bolas se van colocando una por una al azar en cualquiera de r
cajas. Sea X; el nimero de bolas que quedan en la caja i. Encuentre la funcion de
densidad conjunta de Xq,...,X,.

EJERcCICIO 1.7. Cada una de N particulas se coloca al azar en una de M celdas. Su-
pongamos que N tiene distribucién Poisson con pardmetro \ y, para k € {1,... , M},
llamemos X}, al nimero de particulas que quedan colocadas en la celda nimero k. De-
muestre que las variables aleatorias X1, ..., Xy son independientes y que cada una
de ellas tiene distribucion Poisson.

EJercicio 1.8 (Distribucién hipergeométrica multivariada). Una urna con-
tiene my bolas rojas, msy bolas blancas y ms bolas negras. Se eligen, al azar y sin
reemplazo, n bolas de la urna y se definen las variables aleatorias Xy, Xo y X3 como
el nimero de bolas rojas, blancas y negras, respectivamente, que se obtienen en la
muestra. Encuentre la funcion de densidad conjunta de X1, X5, X3.

EJERCICIO 1.9. Sea (X,Y') un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
junta dada por:

Joex siz,ye{l,...,N?*} x <y
fX,y(a:,y)—{ 0  en otro caso

en donde N es un nimero natural y ¢ es una constante. Encuentre a) P[X =Y/, b)
P X<Y]lyc)P[X>Y]

EJeErcicio 1.10. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Junta dada por:
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eve ¥ six>0,y>0
en otro caso

o =

f(w,y)—{

Encuentre P[X <Y].

Ejercicio 1.11. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal estandar.
Encuentre la funcion de distribucion conjunta de X yY = X2. ;Existe una funcion
de densidad conjunta de X yY ? Justifique su respuesta.

EJjercicio 1.12. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y sea Z = min(X,Y"). sExiste una funcion
de densidad conjunta de Z yY ? Justifique su respuesta.

EJErRCICIO 1.13. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad
congunta dada por:

foex sizyye{l,...,N?*} x<y?
fxy(z,y) = { 0  en otro caso

en donde N es un nimero natural y ¢ es una constante. Encuentre las funciones de
densidad marginales fx vy fy.

EJeErcicio 1.14. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto en
el interior del tridngulo de vértices A(0,0), B(1,0) y C(0,1). Sean X y Y la abscisa
y la ordenada, respectivamente, del punto seleccionado. Encuentre a) la funcion de
distribucion conjunta de X yY y b) las densidades marginales fx y fy.

EJeErcICcIO 1.15. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
en el interior del rombo de vértices A(2,0), B(0,1), C(—2,0) y D(0,—1). Sean X y
Y la abscisa y la ordenada, respectivamente, del punto seleccionado. Encuentre una
funcion de densidad conjunta de X y 'Y y las densidades marginales fx y fy.

EJERCICIO 1.16. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta
dada por:

L .
_J gwy si0<y<a<2
fxy(@,y) { 0 en otro caso

Encuentre las funciones de densidad marginales fx vy fy.

EJERrcICcIO 1.17. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

Ne ™ si0<a< Y
flz,y) = { 0 en otro caso

Encuentre a) P[2X < Y| y b) las funciones de densidad de X y Y.
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EJjercICIO 1.18. Un sistema con dos estados, 0 y 1, funciona cambiando de estado, en
cada unidad de tiempo, con probabilidad % Sea X; el estado del sistema en el tiempo
i y supongamos X1 = 0. Para n € {2,3,...}, encuentre la funcion de densidad
conjunta de Xy, ..., X,.

EJErRCICIO 1.19. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad
conjunta dada por:

6 2 o
6 1,...,N}
_ Nz(N+1)(2N+1)x 51.2,1 € { ’ ’
fxy(z,y) { 0 en otro caso

sSon X y'Y independientes?

EJeRrcICIO 1.20. Consideremos una sucesion de ensayos de Bernoulli independientes,
en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a p, y, para k € N, sea
X} el nimero de ensayo en el cual ocurre el k-ésimo éxito. Encuentre la probabilidad
de que haya n fracasos antes del primer éxito dado que hay n + m fracasos antes del
sequndo éxito.

EJjercicio 1.21. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de pardmetro p. Encuentre a) P[Y >3X —1],b) P[|X — Y| =1]
yco) PIX-Y|<2].

Ejercicio 1.22. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, X con dis-

tribucion geométrica de pardmetro p, Y con distribucion Poisson de pardmetro \.
Encuentre PY > X].

EJercicio 1.23. Cada una de dos personas lanza una moneda n veces. Encuentre la
probabilidad de que obtengan el mismo nimero de caras.

EJerCICIO 1.24. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, cada una dis-
tribuida uniformemente en el conjunto {0,...N}. Encuentre a) P(X > Y) y b)
P(X=Y).

Ejercicio 1.25. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas dis-
tribuidas uniformemente en el conjunto {1,...,2N}. Encuentre P(Y > 2X).

EJERCICIO 1.26. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {1,..., N} y sea Y una variable aleatoria con distribucion geométrica de pard-
metro p. Suponiendo que X yY son independientes, encuentre a) P[|Y — X|=2] y
b) PlY > X].

EJjeErcIcio 1.27. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion geométrica de pard-
metro p; = }l y sea Y una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardmetro
Py = % Suponiendo que X y'Y son independientes, encuentre P Y > 2X + 1].
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EJERCICIO 1.28. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro
Ay sea Y una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardmetro p. Supo-
niendo que X yY son independientes, encuentre a) P[Y = X +2] y b) P|Y > X].

EJjERrRCICIO 1.29. Sean X y 'Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion mnormal de pardmetros py = 6,0% =1 y py = 7,0% = 2, respectivamente.
Encuentre P[X >Y].

EJjErcicio 1.30. Los tiempos que les toma a dos estudiantes resolver un problema son
independientes y ambos tienen distribucion exponencial con pardmetro A. Encuentre
la probabilidad de que el primer estudiante requiera por lo menos del doble de tiempo
que el seqgundo para resolver un problema.

EJjercicio 1.31. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de parametro \. Encuentre P[X +Y <1, X —Y <1].

EJERCICIO 1.32. Se seleccionan, al azar y de manera independiente, 3 puntos sobre el
segmento [0, L]. Si X1, Xa, X3 son los puntos seleccionados, scudl es la probabilidad
de que Xy quede comprendido entre X y X3¢

EJjerCICIO 1.33. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, las 8 con
distribucion exponencial de parametro X. Encuentre P[X +Y < 2Z].

EJERCICIO 1.34. Sean X1, X5 y X3 tres variables aleatorias independientes, las 3

con distribucion exponencial, de parametros Ay, Aa y A3, respectivamente. Encuentre
P[X; 4+ X5 < 2Xj3].

EJercicio 1.35. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, todas
con distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre a) P[X +Y < 2Z],
b)) PIX+Y >3Z]yc) P2Y — X < 27].

EJjerciciO 1.36. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion gama de pardmetros o = 2 y A. Encuentre P[—1 <Y —2X < 3].

EJjercicio 1.37. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucién normal estandar. Encuentre P[1 < X? +Y? < 2].

EJERcICIO 1.38. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, X yY con

distribucion exponencial de pardmetro \ y Z con distribucion uniforme en el intervalo
(0,1). Encuentre P[X +Y < Z].

EJERCICIO 1.39. Se seleccionan, al azar y de manera independiente, dos puntos, X
y 'Y, sobre los segmentos [0, L] y [L,2L], respectivamente. Encuentre la probabilidad
de que la distancia entre los dos puntos seleccionados sea mayor que %L.

EJjercicio 1.40. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con funcion de den-
sidad conjunta f. Encuentre una funcién de densidad conjunta de X? yY?. Muestre
ademds que si X y'Y son independientes entonces X? y Y? también lo son.
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EJERCICIO 1.41. En una parada de autobis, el tiempo de llegada de éste se distribuye
uniformemente en el intervalo que va de las 7 : 00 a las 7 : 15 hrs. y el siguiente
autobis pasa exactamente 15 minutos después del primero. Si el tiempo de llegada de
una persona a esa parada se distribuye uniformemente en el intervalo que va de las
7:10 alas 7 :15 hrs., a) scudl es la probabilidad de que la persona llegue a la parada
antes que el primer autobis?, b) si T es el tiempo que espera la persona, desde que

llega a la parada hasta que pasa un autobis, encuentre e identifique la distribucion de
T.

EJERCICIO 1.42. Tres numeros, a, b y c, se eligen al azar y de manera independiente
en el intervalo (0,1). ;Cudl es la probabilidad de que las raices de la ecuacion ax® +
bx + ¢ =0 sean a) reales? y b) iguales?



CAPITULO 2

DISTRIBUCIONES DE FUNCIONES DE VECTORES
ALEATORIOS

Cuando una suspension de pequenas particulas en un
liquido es vista bajo el microscopio, las particulas pare-
cen antmadas con un peculiar movimiento azaroso - el
movimiento browniano. Este movimiento es de una na-
turaleza tan irreqular que Perrin dice de él: 7"Uno se
da cuenta con tales ejemplos que tan cerca estdn los
matemdticos de la verdad al rechazar, por un instinto
légico, las pretendidas demostraciones geométricas, las
cuales son vistas como evidencia experimental de la exis-
tencia de una tangente en cada punto de una curva”.
De aqui que se convierta en un tema de interés para los
matemdticos el descubrir cudles son las condiciones que
definen a las trayectorias de estas particulas.

Norbert Wiener

2.1. Distribuciones de funciones de vectores aleatorios discretos

En esta seccién vamos a utilizar la relacién 1.1 del capitulo anterior para encontrar
la funcién de densidad de una funcién de un vector aleatorio discreto.

EJEMPLO 2.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
Junta dada por:

2x ;
_ | v siz,ye{l,...,N}
fxy (. y) { 0 en otro caso

en donde N es un entero positivo. Encuentre la funcion de densidad de a) U = X+Y,
b)) V=Y -X.

37
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Solucion

a. fuw)=PX+Y =u=" PX+Y =u,X =1]

SN Pa+Y=u,X=2]=N PX=2Y =u—1]

( u—1 z .
Z?v:lm siue{2,...,N+1}
=3 YComun v Siu€{N+2,...,2N}

\ 0 en otro caso

(D giue{2,... N+1}

N2(N+1)
= Y siue{N+2,...,2N}
0 en otro caso

b. fy() =PlY =X =v] =" P[Y =X =0, X = 1]

SN PY-—z=0,X=a]=" PIX=2Y =z +1

(N . .
Z$:1—vm sive{l—N,...,—1}
— N—v x .
= szlm sived0,...,N—1}
(0 en otro caso
() iy e (1N, 1)
= WA iy e {0,..., N ~ 1}
0 en otro caso

\

EJEMPLO 2.2. Sean X y Y wvariables aleatorias independientes, cada una de las cuales
tiene distribucion geométrica con pardmetro p. Encuentre:

a) la funcion de densidad de min(X,Y').

b) la funcion de densidad de X +Y .

¢) PY =yl X+Y =2) paray €{0,...,z}.

Solucion

a. Sea Z = min(X,Y), entonces, para x € {0,1,...}, se tiene:
P(Z>x)=P(X>z Y>z)=PX>2)P(Y >2)=(1-p)*(1-p)*=(1-p)*

Por lo tanto, Z tiene distribucion geométrica con pardmetro 1 — (1 —p)? = p(2 — p).
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b. Los posibles valores de X +Y son z =0,1,.... Para un valor z de éstos, se tiene:
PX+Y=zl=) 2 PIX+Y=zX=2]=) " PlY=z—2X =z
=2 PIY =z —a] P[X =a] =320 op(1 —p)*"p(1 —p)* =35 p*(1 —p)*
= (z+ 1)p*(1 —p)*

Por lo tanto, X +Y tiene distribucion binomial negativa con pardmetros p yr = 2.

c. P [Y _ y|X +Y = Z] _ PlY=yX+Y=z] _ P[Y=yX=z—y] _ P[Y=y|P[X=2—y]

PIX+Y=2] —  P[X+Y=2 _  P[X+Y=Z]
_ p(l=p)¥p(Q—p)*~¥ _ _ p*(A-p)® _ 1
(z+1)p2(1-p)* (z+1)p2(1-p)* = 2+1
FEs decir, dado que X+Y = z, Y tiene distribucion uniforme en el conjunto {0, ..., z}.

EJEMPLO 2.3. Sean X yY wvariables aleatorias independientes, ambas con distribucion
binomial negativa de pardmetros (r,p) y (s, p), respectivamente. Demuestre que X +Y
tiene distribucion binomial negativa con pardmetros (r + s,p).

Solucion

Los posibles valores de X +Y son z=0,1,.... Para un valor z de éstos, se tiene:
PX+Y=2=Y  PX+Y=2X=a]=)" PY=z—2X=nx

=Y PIY =z o] PIX = 2] = X5, () (- ) () (1 )
=P S, (T (Y

Pero, de acuerdo con el lema 2.4, el cual se enuncia y demuestra al concluir este
ejemplo, se tiene:

Yo (T =0T
Ast que:

PIX+Y =z=("FNp+s(1-p)

z

LEMA 2.4. Parar,s € Nyz >0, se tiene: Y ,_, (Hi_l) (SJ“‘;:Q_I) = (HS“_I).

z

Demostracion

Para —1 <t <1yrseN, se tiene:

(L—t)" =30, (e
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(1—t)= =35, () ek
(1—t)~0) = o (TR e

Por lo tanto:

S () TR (4 = S (e

Igualando los coeficientes de t*, se obtiene el resultado.

2.2. Distribuciones de funciones de vectores aleatorios continuos

En esta secciéon abordaremos el problema de encontrar la funcién de densidad de
una funcién de un vector aleatorio absolutamente continuo. La propiedad bésica que
utilizaremos en este caso es la relacién 1.2.

EJEMPLO 2.5. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcién de

densidad conjunta fxy. Encuentre formulas para las funciones de densidad de las
variables aleatorias U = X +Y yV =Y — X.

Solucion
FU(U) =P [X +Y < U] = ff{(m,y)€R2:z+y§u} fx,y(x,y)dydx
- fjooo ffo_ox fxy (@, y)dyde = ffooo ffoo fxy(z,z — x)dzdx

=" % fxy(z, 2 — 2)dedu

Por lo tanto:

ffooo Ixv(z,u—z)dx

es una funcion de densidad de U.
F\/(U) =P [Y - X S U] - ff{(z,y)eRQ:y—rgv} fX,Y(x7 y)dydl’
= [T N v (e y)dyda = [ [ fxy (e, 2 + @)deda

= ffoo ffooo Ixy(z,z + x)dedu

Por lo tanto:

2 fxy (@, v+ x)de
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es una funcion de densidad de V' .

COMENTARIO 2.6. La funcion z — ffooo fx () fy(z — z)dz es llamada la convolucidn
de fx y fy y se denota por fx * fy. Asi que, si X yY son independientes, fx * fy
es una funcion de densidad de X +Y . Ademds:

Frp(z)= [T 77 fxy(z,y)dyde = [7 fx(x)Fy(z — z)d

Asi que Fx+y = fX * Fy.

EJEMPLO 2.7. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcion de
densidad conjunta dada por:

2

204 _ g w1 0cycni
fX,Y(:U,y):{(l)l( T —y) si x y <z

en otro caso
Encuentre una funcion de densidad de a) U =X +Y yb)V =Y — X.

Solucion
a. Se tiene fu(u) = [ fxy(z,u—z)dz.

Ahora bien, para que podamos aplicar la formula fxy(z,y) = %(4 —x —y) dentro de
la integral ffooo fxy(z,u—z)dx, se requiere tener 0 <z <1y0<u—z<z+2, es
decir0<x <1y “7_2 < x < u. Fsta region se representa en la siguiente figura:

En la figura puede verse que, con el objeto de especificar el rango de valores de x
dentro de la integral ffooo Ifxy(z,u — x)dx, conviene partir el rango de valores de u
en tres intervalos, a saber (0,1), [1,2) y [2,4), obteniéndose entonces:
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fo fxy(@z,u—z)dr si0<u<l
fo fxy(@u—a)dr sil<u<?2

fulw) = fu2fXY yu—x)dr si2<u<4
en otro caso
%f(;:(él—u)dx 510 <u<l %(4 u) si0<u<l1
_ %f0<4_u)d$ sil<u<2 | Z(4—-u) sil<u<?2
— %figg(zl—u)dx si2<u<4 ) F@-uw? si2<u<A4
0 en otro caso 0 en otro caso

b. Se tiene fy(v) = [7° fxy(z,v+z)dz.

Ahora bien, para que podamos aplicar la formula fxy(z,y) = %(4 —x —y) dentro de
la integral ffooo fxy(z, v+ x)dz, se requiere tener 0 <z <1 y0<v+z<z+2,es
decir 0 < x <1, x> —v yv <2. Esta region se representa en la siguiente figura:

En la figura puede verse que, con el objeto de especificar el rango de wvalores de x
dentro de la integral ffooo fxy(z,v+z)dx, conviene partir el rango de valores de v en
dos intervalos, a saber (—1,0) y [0,2), obteniéndose:

f_lv fxy(z,v+a)de si —1<v<0
fv(v) = fol fxy(z,o+x)dr si0<v<2
0 en otro caso

(I+v) si —1<v<0
B—v) si0<v<2

en otro caso

f 4—v—=2x)dr si —1<v<0
f 4—v—2z)dr si0<v<2 =
en otro caso

S

2
11
2
11
0
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EJEMPLO 2.8. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad de a)

U=X+Yyb)V=Y-X.
Solucion
En este caso, una funcion de densidad conjunta de X y 'Y estd dada por:

1 st0<z<],0<y<1
0 en otro caso

fxy(@,y) = {

a. Se tiene fy(u) = [* fxy(z,u— z)dz.

Ahora bien, para que podamos sustituir fxy(z,u — x) por 1 dentro de la integral
ffooo fxy(z,u—x)dz, se requiere tener 0 <z <1 y0<u—xz <1, esdecir0 <z <1
yu—1<x<u. Esta region se representa en la siguiente figura:

En la figura puede verse que, con el objeto de especificar el rango de valores de x
dentro de la integral f_oooo fxy(x,u— z)dx, conviene partir el rango de valores de u
en dos intervalos, a saber (0,1) y [1,2), obteniéndose entonces:

fou fxy(@,u—a)dr si0<u<l

fo(u) = ful_l fxy(z,u—a)dr sil<u<?2
0 en otro caso
U st0<u<l1
= 2—u s11<u<?2
0 en otro caso

b. Se tiene fv(v) = [7 fxy(z, v+ x)dz.
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Ahora bien, para que podamos sustituir fxy(x,v + ) por 1 dentro de la integral
ffooo fxy(z,v+x)dz, se requiere tener0 < x <1y 0 <v+x <1, es decir0 < x <1,
—v < x <1—wv. Esta region se representa en la siguiente figura:

En la figura puede verse que, con el objeto de especificar el rango de valores de x
dentro de la integral ffooo fxy(z, v+ x)dz, conviene partir el rango de valores de u
en dos intervalos, a saber (—1,0) y [0,1), obteniéndose:

f_lva,Y(l’,U—i-fL’)dZL’ st —1<v<0
fv(v) = Olfv fxy(z,v+x)dr si0<v<1
0 en otro caso

1+v st —1<v<0
= 1—v s10<v<1
0 en otro caso

EJEMPLO 2.9. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion gama de pardmetros aq, X y ao, A respectivamente. Encuentre una funcion

de densidad de U = X +Y.
Solucion

En este caso, una funcion de densidad conjunta de X y 'Y estd dada por:

A1 +ag

T2 ag—1,,a0—1,—A(z+y) .
Ifxy(z,y) = { S(al)l“(ag)x yTe six>0,y>0

en otro caso

Se tiene entonces:

fu(u) = ffooo fxy(z,u—z)dx
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I'(a1)T(a2)
0 en otro caso

A1t A, a14+as—1 1 _a;—1 _ an—1 )
Moot ¢ 4 Jy 27 (1 = 2)*2 Mz siu >0
0

{ &6—)@ f[)u a;o‘l_1<u — I)O‘l_ldx siu >0

en otro caso

I'(a1)l(az)

a1tag _ _ .
{ AT peAugantan—l g s ()

en otro caso

en donde ¢ = fol 271 — 2)227 1z,

Se puede concluir entonces que Z tiene distribucion gama con pardmetros oy + o Yy
A

COROLARIO 2.10. Sean X1, Xa,..., X, n variables aleatorias independientes, todas
con distribucion normal estandar, entonces la variable aleatoria 7 = X? + X2+ -+ -+
X2 tiene distribucion gama con pardmetros o = 5YN= % En particular, X? + X2
tiene distribucion exponencial con pardmetro A = %

Demostracion
Sabemos que, para cada ¢ € {1,...,n}, X? tiene distribucién gama con pardmetros
% y %, de manera que el resultado se sigue del dltimo ejemplo.
]
L ai—1 -1, — T(a)(a2)
COROLARIO 2.11. fO Tt (]_ — U)OQ du = W
Demostracion
. . . A\d1taz 21t .
De acuerdo con el ejemplo anterior, se tiene Mo 02 ¢ = Tlartas)’ de lo cual se obtiene
el resultado.
]

DEFINICION 2.12 (Funcién beta). La funcidn 5 : (0,00) x (0,00) — R definida por:

Blon,az) = [y u =} (1 = u)edu
es llamada la funcion beta.

De acuerdo con el corolario 2.11, se tiene S(ay, ag) = %

EJEMPLO 2.13. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial de pardmetros A1 y Ao respectivamente. Encuentre una funcion
de densidad de V =Y — X.
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Solucion
En este caso, una funcion de densidad conjunta de X yY estd dada por:

. )\1)\2€_>\1$€_>\2y stx > O; y > 0
fX,Y(xay) = { 0 en otro caso

Se tiene entonces:

A dge A2V ffz e~ Mty gy <0
fo) = [Z fxy (o4 a)de = § Adge 20 [F e~ Cithdrdy siv >0
0 en otro caso

Ade v gy < ()

Nz,

— 1A2 ,—A2v iy >
ae stv >0
0 en otro caso

EJEMPLO 2.14. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcion
de densidad fxy. Encuentre una férmula para una funcion de densidad de la variable
aleatoria Z = %I[X;AO]-

Solucion

Obsérvese que, como X es continua, P[X # 0] = 1.

Fz(2) = P [xlixz0) < 2] = [J{@ernizcawpo) v (@, y)dyde

= [0 2 fxy(@y)dyde + [5° [ fxy (o, y)dyda

= ffoo fzo o fxy(z,ux)dude + [ [ xfxy(z, ur)dude
= 7 )7 || fx oy (@, uz)dude

= 77 2| fxy (2, ux)dadu

Por lo tanto:

2 12| fxy (2, za)da

es una funcion de densidad de Z.

EjEMPLO 2.15. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-

tribucion exponencial de pardmetros A\ y Ao respectivamente. Encuentre una funcion
de densidad de Z = %
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Solucion
En este caso, una funcion de densidad conjunta de X y'Y estd dada por:

. )\1)\26_)\13;6_)\2?4 stx > 07 y > 0
fX,Y(5E>y) = { 0 en otro caso

Se tiene entonces:
fz2(2) = [72|@] fxy(z, za)dx

A fooo ze~ M2 g 2> ()
10 en otro caso

A1) -
_ —(Alﬁzizy stz >0
0 en otro caso
EJEMPLO 2.16. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion normal estandar. Encuentre una funcion de densidad de Z = %] [X£0]-
Solucion

En este caso, una funcion de densidad conjunta de X y 'Y estd dada por:

fX,Y(Iv y) = %6_%@24_2/2)7

para cualquier pareja (z,y) € R?.
Se tiene entonces, para cualquier z € R:

f2(2) = 75, |2l fy (@, ) da = 5 [22 ol e 20+ dp

9] _1 22)g2 e’ 1.2

Asi que Z tiene distribucion Cauchy.

EJEMPLO 2.17. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, X con distribu-

cion x? con k grados de libertad, Y con distribucion normal estandar. Encuentre una
funcion de densidad de 7 = —%

Xk

Solucion
Se tiene:
1 12 .
ff(x y) B { 2(13fX<1'2) siz>0 B —ngllp(g)xk 16 2 six >0
x\,Y) = o
0 en otro caso 0 en otro caso
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De manera que una funcion de densidad conjunta de /X y Y estd dada por:
1 .
ﬁxk*e—?(muyz) six>0,yelR
foxy(@y)=1q 27 Vi3

0 en otro caso

Se tiene entonces:

f%(z) = [% |z| Frey (@, za)de = m Is rhe—s(1422)22 1,
_ 1 00k —L1(1422)z2 _ F(ﬁ) 1
s [ ahem 2 ()T 2

RN VG )

Por lo tanto:

f2(2) = Sy (5) = it —
2T gz \Vk) T VL) (e
(%)

DEFINICION 2.18 (Distribucién t). Se dice que la variable aleatoria X tiene dis-
tribucion t con k grados de libertad si la funcion:

fX ( ZL‘) _ F(%) 1
= Tk Et1
VErl(5) (1 2 )T
es una funcion de densidad de X.
En la seccién 3.4 demostraremos que si Xi,...,X,, son n variables aleatorias inde-
pendientes, todas con distribucién normal de pardmetros p1 y o2, entonces la variable
aleatoria V' = @ tiene distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad, en donde

N x B
X =150 Xpy sk =230 (Xp — X)% Por esta razén, una distribucién t

se utiliza cuando se quieren realizar estimaciones de la esperanza p de una variable
aleatoria con distribucién normal de varianza desconocida.

A continuacién se presentan las graficas de algunas funciones de densidad t.
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Se puede observar en las grificas que, a medida que k crece, una distribucién ¢ se va
pareciendo méds a una distribucién normal estdndar. Para ver esto més claramente, a
continuacién se muestran las graficas de algunas funciones de densidad ¢, comparéan-
dolas con la funcién de densidad normal esténdar. La linea punteada corresponde a
la correspondiente densidad ¢, mientras que la linea sélida corresponde a la densidad
normal estdndar.

k=15 k=20

EJEMPLO 2.19. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion x* con m y n grados de libertad, respectivamente. Encuentre una funcion

de densidad de Z = ;;T/;l%
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Solucion

En este caso, una funcion de densidad conjunta de X yY estd dada por:

1 m n_q _

a2 y2le @) g > 0,y>0
fxyy(x,y) = 272 T(5)Tr(g)

en otro caso

Se tiene entonces:

f§(z) = ffooo x| fxy (@, zz)dx

n__ co mtn_ 1 _ 1 .
22 L [P e 2Ty 5 2 >0
_ 2 ; INEA e 0
= (BT(%)
0 en otro caso
2%71

I y e e vdy siz >0

en otro caso

= St 2>0

0 en otro caso

+ nz\ 31
nl“<7m2 n) (7:5) i o0

fz(2) = 5 fe(Grz) = § mPEE) sy ™3™
0 en otro caso
g (2)2 2371 (14 22)7"" siz >0
= 272
0 en otro caso

DEFINICION 2.20 (Distribucién F). Se dice que la variable aleatoria X tiene dis-
tribucion F con n y m grados de libertad si la funcion:

fx(z) = 5(%1,3) (E) 2z (14 22)" 2 siz>0
0 en otro caso

es una funcion de densidad de X.

Basdndonos en el ejemplo 2.19 y considerando que una variable aleatoria con dis-
tribucién x? se obtiene al sumar cuadrados de variables aleatorias con distribucién
normal estdndar, una distribucién F es basicamente la distribucién del cociente de dos
varianzas. Por esta razén, una distribucién F se utiliza cuando se quiere comparar
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las varianzas de dos poblaciones. Se utiliza también de esta manera en problemas
relativos al andlisis de varianza, en los cuales se trata de comparar las medias de 3
o mds poblaciones. Para esto, se toma una muestra de cada poblacién y, asumiendo
que las muestras de cada poblacién provienen todas ellas de una misma poblacion,
que incluye a las que estédn bajo estudio, se estima la varianza de esta poblacién me-
diante dos procedimientos. Finalmente, las dos varianzas se comparan utilizando una
distribucién F.

A continuacion se presentan las graficas de algunas funciones de densidad F'.

m=1n=1 m=3n=>5 m=10,n=7

2.3. Distribuciones conjuntas de funciones de vectores aleatorios

Larelacion 1.2, utilizada en la seccién anterior para encontrar una funcién de densidad
de una funcién de un vector aleatorio absolutamente continuo, permite encontrar
también la funcién de densidad conjunta de variables aleatorias que son funciones de
un vector aleatorio absolutamente continuo.

EJEMPLO 2.21. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcion
de densidad conjunta fxy. Encuentre una formula para una funcion de densidad
conjunta de las variables aleatorias U = X +Y yV =Y — X.

Solucion
PU <,V < =P[X+Y <up, Y — X < vy
= ff{(m,y):fl?-‘ryﬁuo,y—zgvo} fX,Y(IL'7 y)dlL’dy

Haciendo el cambio de variable w = x +1y, v =y — x se tiene v = =¥, y = Y2 Asf
que:

PlU < wup, V <w) = ffio fuo Tixy (ufv “Jrv) dvdu

—o00 2 20 2

Por lo tanto:
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fX+Y,Y_X(u, v) = %ny (ugy’ u;m)

es una funcion de densidad conjunta de X +Y yY — X.

EJEMPLO 2.22. Sean X y Y wariables aleatorias independientes, ambas con distribu-
cion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad conjunta de
X+Y yY — X y utilicela para calcular P [X+Y < %,Y - X > —%]

Solucion

_ 5i0< Y <1,0< ¥ <1
fX+Y,Y—X(UﬂJ) = %f (%7%”) :{ 2 ’ 2

en otro caso

(eI

_ % si0<u<l, —u<v<udl<u<2,u—-2<v<-—u-+2
o en otro caso

El conjunto de puntos (u,v) para los cuales fxiyy_x(u,v) > 0 se representa en la
siguiente figura:

Utilizando esta figura, se tiene:

PX+Y<3Yy-X>-1=PU<iV>-]]

v
fﬂ+2 dvdu — % f:ﬁ f_vjz dudv

u—2

1Py -PV<-}=1-1]

—1-

o

el
ool

A

El método utilizado en el ejemplo 2.21 estd basado en el teorema de cambio de variable
para integrales multiples. Este método puede utilizarse siempre que se cumplan las
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condiciones para aplicar dicho teorema. De manera especifica, se puede utilizar el
siguiente resultado general.

PROPOSICION 2.23. Sea (Xi,...,X,) un vector aleatorio absolutamente continuo

con funcion de densidad conjunta fx, . x,, D C R" un conjunto abierto tal que
P[(Xy,...,Xn) € D] =1y p:R"— R" una funcion tal que:

(i) ¢ es inyectiva sobre D.
(ii) Si ¢ : (D) — R™ es la inversa de ¢ y ¢q,...,0, son las componentes de
09;

@, entonces las derivadas parciales o existen y son continuas sobre p(D).
J

iii) St : — R es el Jacobiano de ¢, entonces Y 0 para cualquier
iii) Si Jy 1 (D R [ Jacob de ¢ Jo l
y € (D).

Entonces el vector aleatorio (Y1,...,Y,) = ¢(X1,...,X,) es absolutamente continuo
y una funcion de densidad conjunta, fy,  y,, de (Y1,...,Y,) estd dada por:

le,...,Yn(yb cee 7yn) = U¢(y1, ce 73/71)’ le,...,Xn ((b(yl, . ,yn))

para cualquier vector (Y1, ..., y,) € R™.

EJEMPLO 2.24. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion gama de pardmetros aq, X y as, A, respectivamente. Encuentre una funcion

de densidad de <>~

X+Y”*

Solucion

La transformacion u = x, v = x + y tiene como inversa x = u, y = v — U, CUYo
Jacobiano estd dado por:

owy) _ |1 0]
O(u,v) -1 1
Por lo tanto:

>\O¢1+a2 al_l(v

_ az—1_,—Av ; _
fX7XJrY(u’ 1)) — fX7Y(u’ ’U—U) — { 5(a1)F(a2) U) (& ST u > 0; [ u >0

en otro caso

I'(a1)l(az)

a1 tag _ _ — .
A a T (v — ) le ™ si0<u<w
0 en otro caso

Ahora bien, de acuerdo con el ejemplo 2.1/, se tiene:

fx (2)= f_oooo |v] fX,X+Y(UZ»U)dU
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a1ta .
0C>O F(/\oa1 iQ)(Uz)al_l(v —vz)2 le™dy si0<z<1

en otro caso

I'(a1)l(a2)
0 en otro caso

a ar—1 INair+a .
1711 — z)e I—F(Syll)}r(;;) si0<z<1

en otro caso

{ a1 )az—lﬁ fooo arter—le—dvg, i< 2z <1

Ba1,a2)

B L_zol(1 — )l 5i0<z<1
10 en otro caso

DEFINICION 2.25 (Distribucién beta). Se dice que la variable aleatoria X tiene
distribucion beta con pardmetros oy y g si la funcion:

fx(z) = { e (L—@)2 7 siz e (0,1)
0

en otro caso

es una funcion de densidad de X .

A continuacién se presentan las graficas de algunas funciones de densidad beta.

a1:1’a2:5 OZ1:3,CY2:7 061:6,042:6

EJEMPLO 2.26. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion gama de pardmetros oy, X y s, \ respectivamente. Encuentre una funcion

file densidad conjunta de U = X +Y yV = XLJFY y muestre que U y V' son indepen-
1entes.

Solucion

o e . B B
La transformacion v =z +vy, v = 71y tiene como inversa x = uv, Yy = u — uv, Cuyo
Jacobiano estd dado por:
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v U
l1—-v —u

Ow,y) _
O(u,v)

Por lo tanto:

fov(u,v) = fXJrY’XL”(u,v) =ufxy(uv,u —uv)

Ad1tan a1—1 az—1 ,—Au ;
_ mu(uv)l (u—uv)* e stuv >0, u—uv >0
0 en otro caso

F(Oq-f—az) F(Ocl)l_‘(oég)

a1 ta _ _ T _ — -
B ANFe2 artas—1,-du Dlaatas) oy 1—v)®! siu>0,0<v<1
0 en otro caso

F(a1+a2) B(QI:QZ)

a1tag _ _ _ _ .
B DR geater—lemAu_ 1 __gaiml(] _g)eel gy >0,0<v <1
en otro caso

= fu(u) fv(v)
Ast que U y 'V son independientes.

EjEMPLO 2.27. Sean X y Y wariables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad con-
gunta de U = X y V = XY, grafique la region {(u,v) : fuy(u,v) >0} y calcule
PlU>LV>1

Solucion

La transformacién u = x, v = zy tiene como inversa r = u, y = -, cuyo Jacobiano

estd dado por:

oy _ | 1
O(u,v)

2= O

I
S

u2
Por lo tanto:

fov(u,v) =L fxy(u,2) = { 8

si0<u<l,0<2<1
en otro caso

o %sz‘0<v<u<1
1 0 en otro caso

La region {(u,v) : fuv(u,v) > 0} se representa en la siguiente figura:
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Se tiene entonces:

In2 = 0.32671

1 11 (1 w1 _1_1
PlU> 3V >q]= [, [i qdvdu=3—3
EJEMPLO 2.28. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion normal estindar. Consideremos a la pareja (X,Y) como las coordenadas
de un punto en el plano cartesiano y definamos R y 6 como las coordenadas polares
de ese punto. Encuentre una funcion de densidad conjunta de R y 6. ;Son R y 0

independientes?
Solucion

El Jacobiano de la transformacion x = rcos, y = rsen @ estd dado por r, de manera
que se tiene:

1 —%72 ;

0 en otro caso
De aqui se sigue que:

1,2
2

fr(r) = 027T fro(r,0)do = { re 2" sir >0

0 en otro caso

s10 <0 <2
en otro caso

$ul0) =I5 fnatr0yir = { &

Asi que fro(r,0) = fr(r)fo(0), por lo tanto, R y 6 son independientes.
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Sean X,Y,R y 0 como en el dltimo ejemplo, entonces Z = R? = X2 + Y? tiene
distribucién exponencial con pardmetro \ = % y, como R y 6 son independientes,
R? y 0 también lo son. Ademds, se tiene X = v/Zcosf y Y = v/Zsen#. Por otra
parte, si U es una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1),
entonces la variable aleatoria —21In U tiene distribuciéon exponencial con pardmetro
A= % Esto sugiere el siguiente resultado:

Sean U y V dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucién uniforme
en el intervalo (0, 1), entonces las variables aleatorias X = +/—2InUcos27V y Y =
vV —2InUsen2nV son independientes y ambas tienen distribucién normal estandar.

La demostracion de la validez de este resultado se deja como ejercicio.

Recuérdese que se dice que una familia {P, : t > 0} de variables aleatorias discretas
forma un proceso de Poisson de pardametro A si se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Py =0.
(i) Si0 < t; < --- < t,, entonces las variables aleatorias P,,, P, — P, ...,
P,, — P;, , son independientes.

(iii) Si s < t, entonces la variable aleatoria P, — P; tiene distribucién Poisson
con pardmetro A(t — s).

EJEMPLO 2.29. Supongamos que un cierto evento ocurre en los tiempos aleatorios
11, T, ..., de tal manera que si, para t > 0, X; es el niumero de veces que ocurre el
evento hasta el tiempo t, entonces la familia de variables aleatorias {X.;},~, forma
un proceso de Poisson de pardmetro X. Vamos a encontrar, para cada n € N, una
funcion de densidad conjunta de Ty, ..., T),:

Obsérvese primero que:

A Btk Ko ot _
P[X;=k] = (kt,) e M = —(k’ll)!e AL — —(kil)!e ALt —s)Fds
A(t—s k=1 —s —)\s
_fo [t — s)FleMds = fo ((k )1] e~ AMt=9) \ e~ A5 ds

= [JPX,— X, =k -1 e Mds = [} P[X,—y = k — 1] e ds
Ast que:
P[th = kl?' e 7th = kn]

— P [th — l{fl,th - th — kQ — kl, .. .th — th—l — kn - kn_1:|

=P[Xy, =k P[Xy, — Xy, = ko — k1] -+ P [ Xy, — Xy, = kn — k1]
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= [{'P[Xyys =k — 1 P[Xy, — Xy = ko — kn] - -

P Xy, — Xp, = ky — k1] Ae™2ds

= [MP[Xy s =k — 1 P[Xpys — Xoy s =ky— k1] - --

P X5 — Xtn_1—s = kp — kn1] Ae™ds

= ["P[Xy s =k —1,.. . Xy g =kn — 1] Aeds

Sean ahora 0 < t; < --- < t,, entonces:

FTL,,A,Tn(tl, ooty =Py <ty,....,T, <t)])=P[Xy, >1,...,X;, >n]
= Z{klgmgkn:kl21,...,knzn} P [th =ki,... Xy, = kn]

t —As
= 01 Z{klg..gkn;kl21,...7kn2n} P [th_s = kl — 1, ce 7th_s = kn — ].] Ae A dS
t —As
— 01 Z{klg...gkn;kl20,...7ann—1} P [th_s = kl, e 7th—8 = kn] )\6 A dS
t —As
= 01 Z{kzgngkn:kQ21,...,kn2n—1} PXt, s = koo, Xt s = k] Ne Mds

= ["P[X, s>1,...,X, o >n—1 e ds

—Jo

PTy<ty—s,....,Th 1 <t,— s \e ds

= Jl Fro 1 (ta—s,... t, —s)Ae ds

Supongamos que Fr, 1, , admite una funcion de densidad fr, . 1, ,, entonces:
FTl,unTnfl(tQ — S,... 7tn — S)

= f T f{0<x1<~~~<J:n71:x1§t2—s,...,xn71Stn—s} fTI7T27"'7Tn—1 (3717 B ,:L'n_1>dl'1 ATy

= f T f{s<x1+s<~~<xn—1+s:x1+s§t2,-..,wn—1+8§tn} le’Tz""’T7“1 (xl’ T 7xn71)dx1 o dxnil

= f e f{8<y2<-~~<yn:y2St2,...,ynStn} fT1,T2,...,Tn71 (yQ — S .. Yn — S)dyQ te dyn
Asi que:

FTl,...,Tn (tl, C. ,tn) = fotl FT1,~~7Tn—1(t2 —S,... ,tn — S))\e_)‘sds

ot —As
=Jo' f{s<y2<---<yn:y2§t2,,,,,yn§tn} fro (Y2 =, ..., yn — 8)Ae”M¥dsdys - - - dy,
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=/ f{0<s<y2<...<yn;s§tl,yzgtmm,yngtn} St (Y2 = S,y — S)Ae” Mdsdys - - - dy,
Por lo tanto, Fr, 1, 1, admite como funcion de densidad a la funcion:

I (b tn) = fr g (ta — 1, by — T) Ae™M
Por otra parte, se tiene:
Pl <t]=P[X, >1]=1—¢M

Ast que Fr, admite como funcion de densidad a la funcion:

e M sit; >0
fri(t) = { 0 en otro caso

Por lo tanto:

B e M2 g0 <t <t
from (i, t2) = fry(t2 — t)Ae ™ = { 0 en otro 1caso2

Un razonamiento de induccion muestra entonces que:

NeMn 1)<ty <tg<- <t
frim. m(tita, .o t) = { 1 2 n

0 en otro caso

COROLARIO 2.30. Las variables aleatorias Y1 =Ty, Yo =Ty =T, Y3 =T —T5, ...
son independientes y todas tienen distribucion exponencial con pardametro .

Demostracion

fYL---,Yn (ylﬂ ctt 7y7’l) = fT17"'7T7L<y17 yl —I— y27 AR 7y1 + e + yn)

)\nef)\(y1+"'+yn) si Yy > 0,:1/2 > 0; coyYn > 0
0 en otro caso

= fri(y1) -+ fv, (Yn)

LEMA 2.31. Para 0 < a <b, se tiene [ - f{a<w1<~~~<xn dzy---dx, = L(b—a)™.

<b}

Demostracion

f e f{s<1‘1<'~'<ﬂ3ngt} dl‘l e d.fn — fst e fwtn72 f;n71 dxn [ dajl
e i = [ A= P diy



60 2. DISTRIBUCIONES DE FUNCIONES DE VECTORES ALEATORIOS

PROPOSICION 2.32. Supongamos que un cierto evento ocurre en los tiempos aleatorios
11,15, ..., de tal manera que las variables aleatorias Y1 = Ty, Yo = Ty — T}, Y3 =
T3 =T, ... son independientes y todas tienen distribucion exponencial con pardmetro
A. Para cada t > 0, sea X; el nimero de veces que ocurre el evento hasta el tiempo
t. Entonces, la familia de variables aleatorias {X,},~, forma un proceso de Poisson
de pardametro . -

Demostracién
Para cualquier n € N se tiene:
Jrm (o tn) = v (b ta =t oty — )

ANe M si0<t; <---<t,
0 en otro caso

Definamos I,,(a,b) = [ - f{a<w1<~~~<xn§b} dzy - - - dx,,

Para 0 < s <ty m,k € {0,1,...}, se tiene:
PIX,=m,X,— X, =k] = P[X, = m, X, = m + k]

=Pl <8Tmi1> 8 Tk < t,Tyrr1 >t

=PO0<Ti< - <Tp<s,8<Tmi1 <Dy <t,Thirs1 >t

= (... OO \mAR+L Aty t1 e
- f f{0<t1<t2<--~<tm§s,s<tm+1<~--<tm+k§t} ft A € Atk dty

= /\m+ke*>‘t_fm(0, $)Ik(s,t) = )\m+ke*)‘t%sm%(7ﬁ — )k

= L(As)me M LAt — s)] e A=)

Por lo tanto:

PX;=m]=> " PXs=m,X; — X; =k

= s (As)me™ 2 At — 9)] e = L (s)me
PX,—X,=k =" PX;=m, X, — X, =k

— % At — 3)]k e~ M=) 7% L (hg)me=As — L I\(¢ — S)]k o~ A(t—9)

m=0 m! k!

P [Xt - Xs - k] = % [/\(Zf — 3>]k e_)‘(t_s)
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Asi que X; — X tiene distribucién Poisson con pardmetro A(t — s).
De la misma forma, para 0 < t; < --- <t, y k1,...,k, € {0,1,...}, se tiene:
PlXy =k, Xpy — Xoy = ko, Xy, — Xy, = ki)
P(Xy, =k, Xs, =k1+ ko, ., Xy, =k1 + kot + k)
=P [Ty, <ti <Thy1, Thaths <t2 < Thyttotts oo Toroothn <t < Doyt 41
=P [Ty, <ti,t1 <Tpyo1 < Thyiry < to,...,
tn-1 < Doy tothn 141 < Doy oibn, < try Tyl +1 > b
= Nt o= [ (0, 8) Ty (b1, t2) -+ Ty (En1, )

_ \kitetkn =Mt 1 4k1 1 k 1 kn
= A\" e mtllg<t2—t1> zk_n'(tn_tn71>

= H ) e Aty — 1)) e A0 L A (8, — )] At
Asi que:

PlXy =k, Xpy — Xoy =k, Xy, — Xy, = ki)

=P[Xy, =k]P[Xy, — Xy, = ko] P[Xy, — Xy, = k]

Por lo tanto, las variables aleatorias X;,, Xy, — X4, ..., X;, —X¢, _, son independientes.

2.4. Estadisticos de orden

DEerINICION 2.33 (Estadisticos de orden). Sean Xi,...,X, n variables aleato-
rias. Las variables aleatorias, X, ..., X, las cuales se obtienen ordenando
Xq,..., X, en forma creciente, son llamadas los estadisticos de orden correspondien-

tes a Xq,...,X,.

PROPOSICION 2.34. Sean X1, ..., X, n variables aleatorias absolutamente continuas e
independientes, con funcion de densidad comin f. Entonces una funcion de densidad
conjunta de los estadisticos de orden, X, ..., Xu), correspondientes a Xi,..., X,
estd dada por:

_ ) fu) siu <o <
fX(l),.--7X<n)<“1» 7un) - { 0 en otro caso
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Demostracion

Sea (uy,...,u,) € R", entonces:
FX(l) ..... X(n)(ul’ e ,Un) =P [X(l) < ug,... ,X(n) < un]

:P[X1§u1,...,Xn§un,X1<---<Xn]

+P[X2S’U,l,...,XnSUn,X2<"‘<Xn]

= S <ur oion s <y £ (@1) - f(T0)dy - diy

+ f{(ml7_,_M);xzSul’,,_,xngumx2<...<wn} f(x2) f(z1) -+ fwy)daoday - - - day,

T

=1 oo oy T S,

= f{(m )1 <t i) L) eRrgy <ocynd (X1, oo )0l f (1) -+« f () day -+ - day,

-----

Por lo tanto:

fX(l),...,X(n) (u1, ...

7u”)_{ nlf(ug) - fluy) stug <-+ <uy,

10 en otro caso

EjEMPLO 2.35. Sean 11,15 y T3 tres variables aleatorias independientes, todas con
distribucion exponencial de parametro A. Encuentre la probabilidad de que ningin par
de ellas difiera en menos de t, en donde t > 0.

Solucion
Sean Ty, Tia), Ty los estadisticos de orden correspondientes a 11, T, Ts, entonces:

1\3 = A(t1+t2+t3) ;
o (st ) = 31 \%e 510 <t <ty <ts
(1):4(2):4(3) 0 en otro caso

PTy =T > t,|Ts = Th| > t,|T3 — To| > t]
= P [T(o) > Tay +t, Tizy > Tio) + 1]
- fooo J;f?oth ftZOth fTu):T(z)»T(a) (tla lo, t3>dt3dt2dt1

- fooo ft?oth ftzo+t 3IN3eMittatts) o dt o dt
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_ o oo —Aty2 —)\(t1+2t2)
=6 fO j;fl—i—t (& e dtgdtl

oo — —
:3f0 e 3)\t)\6 3)\t1dt1 —e 3At

EJEMPLO 2.36. Se seleccionan, al azar y de manera independiente, n puntos en el
intervalo (0,1). Encuentre la probabilidad de que no haya dos de ellos cuya distancia

sea menor que d, en donde 0 < d < —=.
Solucion
Sean X1, ..., X, losn puntos seleccionados y X1y, ..., X, los estadisticos de orden
correspondientes a X1, ...,X,, entonces:
n si0<z<--<x, <1
T1,...,Ty) =
FXay o Xon (15 Tn) { 0 en otro caso

P[|X; — Xj| > d para cualquier pareja i,5 € {1,...,n} con i # j
=P [Xo) = X+, Xn) = Xno) + d]

= fo (e fx1+? e fxln d2+d a:ln cd IX X (@15 T )iy - day
= fo e fx1+1n AL fxln__ier xln_1+d nldende, - - - dr

—nl f fm; 23 fxln__im(l — Zpg — d)da,_y - day

—nl [}l fmf DTy dyy - day

=n! folf(nfl)d fxl;(lnﬁ)d ------ fl icird (1 —2d — zp9)?day - - dxy
=) [y DR S (= 3d — 2y 5)*dwy g - day

==l [T A = (= 1)d = 3] day = [1— (n — D))"

PROPOSICION 2.37. Sean Xy,...,X, n variables aleatorias absolutamente continuas
e independientes, con funcion de densidad comin f. Sea F la funcion de distribucion
comin de Xi,...,X,, a = mf{reR:F(x) >0} yb = sup{zr e R: F(z) < 1}.
Supongamos que f es continua en el intervalo (a,b) de tal manera que cuando a
(resp. b) es finito, f se puede extender continuamente a a (resp. b), entonces:

a) Para k € {1,...,n}, las funciones de distribucion y de densidad del k-ésimo
estadistico de orden, X, estdn dadas, respectivamente, por:
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Fxgy = X G)F L= F"™
_ —k
S e

b) Una funcion de densidad conjunta de Xy y X estd dada por:

qu) X(n) (z,y) = { g(n ~DIFE) - F@l i) ijxo;oycaso

Demostracién

a. El evento [X() < z] ocurre cuando ocurren k o més de los eventos [X; <z,
en donde 7 € {1,...,n}. Por otra parte, el nimero de ocurrencias de los eventos
[X; <z, en donde j € {1,...,n}, tiene distribucién binomial con pardmetros n y
p = F(z). Por lo tanto:

Fx,,(2) = P [Xgy <a] =37, (5) F(2) [L = F(a)]"”

Asi que, para x € (a,b), se tiene:

Fi, (@) =35 (iF @) [L = ()" f(2)

=5 ()= ) F (@) [L = F(a)]" 77 f(x)

= k() P (@) [1 = F(a)]"" f(x)

+2 e G 1)! () [1 - F(z)]"™ f(x)

S e Fia) [L— F)" T £ (@)

= k() P (@) [1 = F(a)]"" f(x)

+ 20 e (@) [ = F@)]" 77 fa) =00 s Y (@) [L = F()]" 7 f(x)
= k(p) F* () [L = F)"™* f(o)

Por lo tanto:

fX(k) - F)I((k) - k(Z)Fkil [1 - F]n_k f

b. Sea x < y, entonces:

P[X(1)>:C,X(n)§y] :P[.T<X1Sy,x<X2§y,...,l‘<Xn§y]
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= [F(y) - F(=)]"
Asi que:

Fx X (@, y) =P (X <2, Xy <yl =P [Xp <y] —P[Xq) >z, Xp) <y

= F"(y) = [F(y) — F()]"
de lo cual se sigue el resultado.

COROLARIO 2.38. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias absolutamente continuas e
independientes, con funcion de densidad comun f. Sea F' la funcion de distribucion
comin de Xy,...,X,, a = nf{x € R: F(x) >0} y b = sup{zr e R: F(x) < 1}.
Supongamos que f es continua en el intervalo (a,b), entonces:

Fain{xy,. X,y = 1= [L = F]"
fml’n{Xl,...,Xn} =n [1 - F]nil f
Fuaxixy,..x.y = "
fimsc{ X1, x0) = NE"TLf

EjeMPLO 2.39. Dada una cierta produccion de lamparas, se sabe que el tiempo de
vida, en horas, de cada una de ellas es independiente del tiempo de vida de las otras y
tiene distribucion exponencial con pardmetro . Si se prenden n ldmparas simultdnea-
mente, scudl es la probabilidad de que a) ninguna ldmpara esté funcionando después
de n horas?, b) la primera ldmpara deje de funcionar dentro de la primera hora?,
c) dejen de funcionar 3 o mds lamparas dentro de la primera hora?, d) dejen de
funcionar exactamente 3 lamparas dentro de la primera hora? e) Si T es el tiempo
que transcurre desde que deja de funcionar la primera ldmpara hasta que deja de
funcionar la ultima, encuentre la distribucion de T'.

Solucion

Para i € {1,...,n}, sea T; el tiempo de vida de la i-ésima lampara y sean F y f

la funcion de distribucion y una funcion de densidad comin, respectivamente, de
Ty, ..., T,.

a. PIThy <n,....,T, <n|=Pmix{Ty,...,T,} <n
=F"(n)= (1 —e*’\”)n

b. Plmin{Ty,.... T,y <1 =1—[1— F(1)]"=1— e
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c. PTigy<1]=37,4(; )Fj(l) [1— F()"

=132 (VP A-FO"7 =1-Y2 (1) (1—e?) e X9
=l—e™M—nl—eMe D _1lpn—-1)1-e?)2e 2
=1-1(n—1(m-2)e?M+n(n—2)e N _1Inpn—1)e A2

d. P T <1,Tu>1] =PI < 1] — P [Ty < 1]

= (P FOP = ()1 = et

e. Parat > 0, se tiene:

fr(t) = frp -1 () = [0 oy (€7 + t)d

= [y n(n = 1) [F(z+1t) = F(2)]" f()f(x + t)da
= [ n 1)A\%eAe(n=2) (1 — e”‘t)nfz e~ e Ay

= (n—1) e M (1 — e_)‘t)n_Q fooo Ane A dy = (n — 1)e ™M (1 — e‘”)n_2

2.5. Esperanza de funciones de vectores aleatorios

En esta seccién vamos a generalizar al caso vectorial algunos resultados que fueron
expuestos en el capitulo 9 del primer volumen de este libro.

Recordemos que se dice que una variable aleatoria discreta X tiene esperanza finita
si la serie ) |x| fx(x) converge, en cuyo caso se define la esperanza de X, E [X],
mediante la férmula:

E[X] =22, xfx(x)

De la misma manera, se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X
tiene esperanza finita si la integral [ |z| fx(z)dz es finita, en cuyo caso se define
la esperanza de X, F [X], mediante la Formula;

E[X]= [T afx(x)dx

De manera general, si X es cualquier variable aleatoria con funcién de distribucién Fy,
se dice que X tiene esperanza finita si [[° P [X > z]dx < ooy ffoo P[X <z]dr < o0
y, en ese caso, se define la esperanza de X, F [X]|, mediante la férmula:
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E[X]= [°P[X >alde— [°_P[X <a]dx

= 701 = Fx(z)] da — ffoo Fx(z)dx

Finalmente, recordemos que se tienen los siguientes resultados, los cuales fueron
demostrados en el primer volumen (corolarios 9.43 y 9.44):

PrROPOSICION 2.40. Sean Xi,..., X, n variables aleatorias de esperanza finita, en-
tonces Y _, Xy, también tiene esperanza finita y E [ Xx] = > o1 B [Xi].

PrROPOSICION 2.41. Sean Xi,...,X, n wvariables aleatorias independientes de es-
peranza finita, entonces [[,_, Xi también tiene esperanza finita y E[[[,_, Xi] =
HZ:1 L [Xk]-

Los siguientes resultados nos van a permitir encontrar una férmula simple para cal-
cular la esperanza de una funcién de un vector aleatorio discreto o absolutamente
continuo.

PROPOSICION 2.42. Sea X un vector aleatorio n-dimensional discreto con funcion de
densidad conjunta fx, g : R" — R cualquier funcion boreliana no negativa y Fyx) la
funcion de distribucion de g(X). Entonces:

Jo Plo(X) > yldz =3 v,y 9(2) fx ()
en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X.
Demostracion
Jo P lo(X) > yldy = [7 X tevyig(orsyy [x(@)dy
= J5 Xieeviy loa@n W Ix(@)dy = Xiaevy Jo- Togen ) fx (@)dy
= Z{xEVX} 9(z) fx ()

COROLARIO 2.43. Sea X wun vector aleatorio n-dimensional discreto con funcion de
densidad conjunta fx, g : R" — R cualquier funcion boreliana. Entonces, g(X) tiene
esperanza finita si y sdlo si Y .y |9(7)] fx(x) < 00y, en ese caso, se tiene:

Elg(X)] =2 revy 9(@) fx (2)

en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X .
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PROPOSICION 2.44. Sea X un vector aleatorio n-dimensional absolutamente continuo,
con funcion de densidad conjunta fx y g : R" — R cualquier funcion boreliana no
negativa. Entonces:

I Plg(X) > yldy = [+ [9(z) fx(x)dz
Demostracién
a. [o7 Plg(X) > yldy = f0°° [+ Jemmsgtayog £ () dzdy
=Jo [ JanTio.g) () fx (2)drdy
=/ fan fo 1[09<x y) fx(z)dydz
= [ Jon9(@) fx(x)da

COROLARIO 2.45. Sea X un vector aleatorio n-dimensional absolutamente continuo,
con funcion de densidad conjunta fx y g : R" — R cualquier funcion boreliana.
Entonces, g(X) tiene esperanza finita si y solo si [ --- [o. 19(x)] fx(x)dz < oo y, en
ese caso, se tiene:

= [ Jang(@) fx(x)da

EJEMPLO 2.46. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, todas con
distribucion exponencial de pardmetro A.  Encuentre a) E[méx{X,Y,Z}]
b) Emin{X,Y, Z}].

Solucion

a. Eméx{X,Y,Z}| = [;° |57 JsS max{z,y, 2} fx v,z (2, y, z)dedydz

=6 [/ [ o )weyeny M8x{z, Y, 2} fx(2) fy (y) f2(2)dzdydz

=6 [[ [ wyryoayeny 2N € VI dadydz = 6 [F [ [ N ze I drdydz = 5
b. Emin{X,Y,Z}] = [7 [;° [ min{z,y, 2} fxv,z(2,y, z)dedydz

= 6fff{zyz)x<y<z}mm{$ y, 2} [x (@) [y (y) f2(2)dwdydz

=6 fff{(%y,z):KyQ} N e e daedydz = 6 fooo fzoo fyoo Nre oty +2) dodyde = %
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2.5.1. Coeficiente de correlacién y matriz de covarianzas. Recordemos
que si X es una variable aleatoria de esperanza finita, se define la varianza de X,
Var(X), mediante la relacion:

Var(X) = E [(X - B(X))!] = E[X?] - (E[X])?

También, si X y Y son dos variables aleatorias de varianza finita, entonces XY tiene
esperanza finita y se define la covarianza de X y Y, Cov(X,Y’), mediante la relacién:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].

Las siguientes dos proposiciones fueron demostradas en el primer volumen de este
libro. Para comodidad en la lectura, se reproducen a continuacién:

PrROPOSICION 2.47 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean X yY dos variables
aleatorias cualesquiera, entonces:

E[IXY]] < VE[X?]VE[Y?]

Ademds, si X yY tienen varianza finita, entonces |E[XY]| = /E[X?]\/E[Y? si
y solo si existen constantes a y b tales que por lo menos una de ellas es distinta de
cero y PlaX +bY =0] = 1.

Demostracion
Si E[X? =00 0 E[Y? = oo la desigualdad es obvia.

Supongamos ahora que F [X?] < co y E[Y?] < 00, es decir, que tanto X como Y
tienen varianza finita.

Sea o = (E[Y2))* y = (E[X)".

Si a = 0, se tiene F [X?] = 0, de manera que:

P XY|=0>P[X=0=P[X?*=0]=1

Por lo tanto, £ [|[XY|] = 0. Asf que se cumple la desigualdad.

De la misma manera, si § = 0, entonces E [| XY'|] = 0. Asi que se cumple la desigual-

dad.
Supongamos ahora que @ > 0y 3 > 0.

Sabemos que « | X| — Y| tiene varianza finita y se tiene:
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0 < E [(a]X] = BIY])?] = 0B [XY+62E [Y?]|—20E | XY]] = 2026°~20BE [| XY |
Asi que, aff — E[|XY]] > 0. Es decir, E[|XY]] < af.

Para la segunda parte, supongamos primero que X y Y tienen varianza finita y que

[EXY]| = VEX?VE[Y?]

[N

Definiendo, como antes, o = (F [Y2])% y B = (E[X?])2, se tiene:

Sia =0y =0,entonces P[X =0] = P[Y =0] =1. Porlo tanto P[X =0,Y = 0]
= 1. De manera que, tomando en consideracién que P[X =0,V =0] < P[X + Y = 0],
se tiene P[X +Y = 0] = 1. Es decir, se tiene el resultado deseado con a = b = 1.

Sia# 006 #0 se tienen los siguientes dos casos:

Si E[XY] > 0, entonces:

0< E[(aX — BY)’] =2a%8* — 2aBE [XY] =0

Asi que, E [(ozX — 6Y)2] =0, de lo cual se sigue P [aX — Y =0] = 1.
Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a 'y b = —f.

Si F [XY] < 0, entonces:

0< E[(aX + BY)*] = 20262 + 2a8E [XY] =0

Asf que, F [(aX + BY)Q] =0, de lo cual se sigue P [aX + Y =0] = 1.
Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a 'y b = 3.

Finalmente, supongamos que existen constantes a y b tales que por lo menos una de
ellas es distinta de cero y P [aX + bY = 0] = 1. Supongamos, por ejemplo, que a # 0,
entonces P [X = —%Y] = 1. Asi que:

(BIXY])? = & (BIY?) = B|(-2Y)"| EY? = BIX* B[Y?)

PROPOSICION 2.48. Sean X yY dos variables aleatorias de varianza finita. Entonces:

|Cov(X,Y)]| < /Var(X)y/Var(Y)

Ademads, la igualdad se cumple si y sélo si existen constantes a, b y ¢ tales que a y b
no son ambas cero y PlaX +bY =¢| = 1.
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Demostracion

Utilizando la proposicién 2.47, se tiene:

[Con(X, V)| = [E[(X = EX]) (Y = E[Y])]| < E[[X = E[X]|[Y = E[Y]]]

< VE[X - EX)E[Y = EY)?] = Var(X)y/Var(Y)

Si la igualdad se cumple, entonces se tiene:

E[(X - EX)(Y = V) = JE[(X - EX)’]{/E[(Y - E[Y))’]

De manera que, nuevamente por la proposicion 2.47, existen constantes a y b tales que
no son ambas cero y Pla(X —E[X])+b(Y —-F[Y])=0] = 1. Es decir,
PlaX 4+0Y = ¢ =1, en donde c = aE [X] +bE[Y].

Supongamos ahora que existen constantes a, b y ¢ tales que a y b no son ambas
cero y PlaX +bY =¢| = 1. Entonces E[aX +bY —¢| = 0, de lo cual se sigue
¢ = FaX 4 bY]. De manera que se tiene:

Pla(X —E[X)+b(Y - E[Y])=0] =1

Asi que, por la proposicién 2.47, se tiene:

[Cov(X,Y)| = [E[(X = E[X]) (Y = E[Y])]] = v/Var(X)/Var(Y)
u
DEFINICION 2.49 (Coeficiente de correlacién). Sean X yY dos variables aleato-

rias de varianza finita y positiva. Se define el coeficiente de correlacion, px .y, me-
diante la relacion:

o Cov(X,Y)
Pxy = \/Var(X)\/Var(Y) ’

De la proposicion 2.48 se sigue inmediatamente que, para cualquier par de variables
aleatorias de varianza finita y positiva, =1 < px, < 1.

En la demostracion de la proposicion 2.47, de la cual se sigue 2.48, se puede ver que
si } pX’Y’ = 1 entonces existen constantes a, b y c tales que a y b son positivas y
PlaX —bY =¢] = 1 cuando pxy = 1y PlaX +b0Y =¢] = 1 cuando px, = —1.
De manera que en ambos casos X y Y estdn relacionadas linealmente. En el caso
pxy = 1, Y crece cuando X crece, mientras que en el caso pyy = —1, Y decrece
cuando X crece.
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Cuando X y Y son independientes se tiene py , = 0. Pero el ejemplo 9.69 del primer
volumen de este libro muestra que el coeficiente de correlacién entre dos variables
aleatorias X y Y puede ser cero sin que X y Y sean independientes.

DEFINICION 2.50 (Matriz de covarianzas). Sean X, ..., X, n variables aleatorias
de varianza finita. La matriz de n X m cuya componente c;; (i-ésimo renglon y j-

ésima columna) estd dada por c;j = Cov(X;,Y;) es llamada la matriz de covarianzas
de X17-~-;Xn'
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EJERCICIOS

EJjercicio 2.1. Se elige al azar una ficha de un juego de domino. Sean X y Y el

menor y mayor, respectivamente, de los nimeros de la ficha seleccionada. Encuentre
la funcion de densidad de a) X +Y y b)Y — X.

EJERCICIO 2.2. Se eligen, al azar y sin reemplazo, dos tarjetas de una urna que
contiene 20 tarjetas numeradas del 1 al 20. Sean X y Y el menor y mayor, res-
pectivamente, de los nimeros de las tarjetas seleccionadas. Encuentre la funcion de

densidad de a) X +Y y b)Y — X.

EJjERrRCICIO 2.3. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de parametro p y sea Z = max(X,Y). Para x € {0,1,...},
encuentre P[X = x| Z = x|.

EJjErCICIO 2.4. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas dis-
tribuidas uniformemente en el conjunto {1,... N}. Encuentre la funcién de densidad
de:

a) X +Y

b) min(X,Y)
c) méx(X,Y)
d)Y — X

e) Z=1 — X|

EJERCICIO 2.5. Se tienen 2 urnas, cada una de las cuales contiene tarjetas marcadas
con numeros entre 1 y n, de tal manera que para cada 1 < k < n, hay k tarjetas
marcadas con el nimero k. Se selecciona al azar una tarjeta de cada urna y se define
la variable aleatoria Z como el mayor de los nimeros seleccionados. Encuentre la
distribucion de Z.

EJERCICIO 2.6. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con reem-
plazo, dos bolas de una caja que contiene 12 bolas marcadas con los nimeros 1,...12.

Sea X el mayor de los dos nimeros de las bolas seleccionadas. Encuentre la funcion
de densidad de X.

EJERCICIO 2.7. Sea X wuna variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {1,..., N} y sea Y una variable aleatoria con distribucion geométrica de pard-

metro p. Suponiendo que X yY son independientes, encuentre la funcion de densidad
de Z = min(X,Y).

EJERCICIO 2.8. Sean X yY dos variables aleatorias independientes, ambas con fun-
cton de densidad dada por:
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$ sgxe{1,2,...,N}
fl)=9 5 six=0
0 en otro caso

Encuentre la funcion de densidad de X +Y .

EJERCICIO 2.9. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion binomial de pardmetros (n,p) y (m,p), respectivamente. Demuestre que
X +Y tiene distribucion binomial con pardmetros (n + m,p).

EJjercicio 2.10. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion Poisson de pardmetros A1 y Ao respectivamente. Demuestre que X + Y
tiene distribucion Poisson de pardmetro A\ + As.

EJerRCICIO 2.11. El nimero de defectos que tiene un cierto articulo tiene distribucion
Poisson con pardmetro A = 3. Calcule la probabilidad de encontrar mds de 95 defectos
en 30 articulos seleccionados al azar.

EJERCICIO 2.12. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el con-
gunto {1,... N} y sea Y una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

1 : p
_J 3 siy=006y=N
f(y) { en otro caso

Asumiendo que X y 'Y son independientes, encuentre la funcion de densidad de la
variable aleatoria a) Z =X +Y yb) Z =X -Y.

EJjercicio 2.13. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
funcion de densidad dada por:

sixe{l,...,N}
en otro caso

f<x>={ gw—“

Encuentre la funcion de densidad de la variable aleatoria Z = X +Y .

EJERCICIO 2.14. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion Poisson de pardmetros A\ y Ae, respectivamente. Para z € {0,1,...} y
y €{0,...,z}, encuentre P(Y =y|X +Y = z2).

EJErcICciO 2.15. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion binomial de pardmetros n, p ym, p, respectivamente. Para z € {0,... n+
m} yy € {0,...,min{z,m}}, encuentre P(Y = y| X +Y = z2).

EJERCICIO 2.16. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, las 3 con
distribucion beta de pardmetros n y 1, con n € N. Encuentre P [ X <Y < Z].

EJERCICIO 2.17. Sean X y Z dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion beta de pardmetros n y 1, con n € N. Encuentre P[X <Y < Z], en
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donde Y es una variable aleatoria, independiente de X y Z, con distribucion uniforme
en el intervalo (0,1).

EJERCICIO 2.18. Sean X, X5 y X3 tres variables aleatorias independientes tales que
X1 y X3 tienen distribucion beta con pardmetros n,1 y Xo distribucion uniforme en
el intervalo (0,1). ;Cudl es la probabilidad de que X5 quede comprendida entre X y
X3?

EJjercicio 2.19. Sean o, € N, Y wuna variable aleatoria con distribucion beta de

pardmetros o y 5 y X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
n=a+p—1ype(0,1). Demuestre que P[Y < p]=P[X > a].

EJERCICIO 2.20. Sean A > 0,t > 0, a € N, X; una variable aleatoria con distribucion
Poisson de pardmetro At y'Y una variable aleatoria con distribucion gama de pardme-
tros a y \. Demuestre que P[Y >t] = P[X; < a —1]. Interprete el resultado en el
contexto de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo, en donde A\ representa
el nimero promedio de ocurrencias por unidad de tiempo, Y el tiempo que transcurre
desde el origen hasta la a-ésima ocurrencia y X; el nimero de ocurrencias hasta el
tiempo t.

EJerciciOo 2.21. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad de
a) Z=2X+Y yb) Z=3X-Y.

EJERcICIO 2.22. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de pardmetro \. Encuentre una funcion de densidad de Z =
4Y — 3X.

EJERcICIO 2.23. Un aparato utiliza un cierto componente cuyo tiempo de vida tiene
distribucion exponencial y dura mds de 50 dias con probabilidad 0.95. Cuando el
componente deja de funcionar se reemplaza con otro del mismo tipo. Efectuando un
solo reemplazo, ;cudl es la probabilidad de que el aparato se mantenga funcionando
por lo menos 52 semanas?

EJERCICIO 2.24. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucién normal, X con pardmetros j; y o3, Y con pardmetros ji, y o3. Demuestre
que la distribucion de X +Y es normal con pardmetros ji, + s y 03 + 03.

Sugerencia: Considere primero el caso en que [1; = ji15 = 0.

EJERCICIO 2.25. Sea X4,...,X, una muestra aleatoria de una distribucion normal
con pardmetros ;1 = 4 y o? = 81 y definamos X = %Zzzl Xi. FEncuentre el mads
pequeno nimero natural n tal que P [,u — % <X <u+ %] > 0.95.
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EJERCICIO 2.26. Sea X,..., Xss una muestra aleatoria de una distribucion normal
con pardmetros p = 0 y 02 = 9, Y1, Y5, ..., Y5 una muestra aleatoria de una dis-
tribucion normal con pardmetros j = 1 y 0 = 16 y definamos X = = 2 X,

25 Luk=1
Y =+ 10 Yi. Encuentre P[X > Y].

EJERCICIO 2.27. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion normal estdndar. Encuentre la distribucion de X? + Y2,

EJjerCIiCiO 2.28. Sea X una wvariable aleatoria con distribucion uniforme en el in-
tervalo (0,1) y Y wuna variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro
A = 1. Asumiendo que X y Y son independientes, encuentre una funcion de densi-
dad de Z =X +Y.

EJERCICIO 2.29. Se seleccionan, al azar y de manera independiente, dos puntos en
el intervalo (a,b). FEncuentre la distribucion de la distancia entre los dos puntos
seleccionados.

Ejercicio 2.30. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
jJunta dada por:

_JeP—aPe? si —y<z<y, 0<y<oo
f(z.y) _{ 0 en otro caso

en donde ¢ es una constante. Encuentre una funcion de densidad de a) X +Y y b)
max(X,Y).

Ejercicio 2.31. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

[ 6(l-z—y) si0<z<l,0<y<l-—-=z
fxy(@,y) = { 0 en otro caso

Demuestre que X + Y tiene distribucion beta.

Ejercicio 2.32. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

Fey(m,y) = cd—x—y) si0<z<l,0<y<3dz<y<z+2
XYY =9 9 en otro caso

Encuentre el valor de ¢ y una funcion de densidad de Y — X.

Ejercicio 2.33. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

fcd—r—y) si0<z<1,0<y<z+2
fxy(z,y) = { 0 en otro caso
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en donde c es una constante. Encuentre el valor de ¢ y las funciones de densidad de
X, Y yZ=2Y —3X.

EJjERrRCICIO 2.34. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con funcion de den-
sidad conjunta f. Encuentre una férmula para una funcion de densidad de W =
aX 4+ bY, en donde a y b son constantes distintas de cero.

EJeErcicio 2.35. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (—1,1). Encuentre las funciones de densidad de
U=2X+Y yV=2X-Y.

EJERCICIO 2.36. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con funcion de den-
sidad conjunta f. Encuentre una formula para una funcion de densidad de V = XY .

EJjerCICIO 2.37. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Jjunta dada por:

Lye™V si0<z<y<oo
flo,y) =< sye™ si —c0o< —y<x<0
0 en otro caso

Encuentre una funcion de densidad de Z = XY .

EJjerciciO 2.38. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad de
Z=XY.

EJjercicio 2.39. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (—1,1). Encuentre una funcion de densidad de
Z = XY y utilicela para calcular P [—i < XY < %]

EJjErcicio 2.40. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, con funciones
de densidad dadas por:

fx($)={”‘/11_7 st —l<az<l1 ) fy(y):{ye_y2/2 siy >0
0

en otro caso 0 en otro caso
respectivamente. Encuentre e identifique la distribucion de Z = XY .

EJERCICIO 2.41. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Junta dada por:

e sl0<r<y<l1
f(x,y)—{ 0 en otro caso

Encuentre una funcion de densidad de %
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EJERCICIO 2.42. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

%ye‘y si0<z <y, 0<y<oo
flr,y) =4 sye™ st —y<r<0,0<y<oo
0 en otro caso

Encuentre una funcion de densidad de Z = % y utilicela para calcular P [—3 < 3/—( < 2] .

Ejercicio 2.43. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, X con dis-
tribucion exponencial de pardmetro A y'Y con distribucion uniforme en el intervalo
(=1,1). Encuentre una funcién de densidad de Z = .

EJERCICIO 2.44. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, X con distribu-
cion gama de parametros o y A y'Y con distribucion uniforme en el intervalo (—1,1).

Encuentre una funcion de densidad de Z = }/—(

EJERCICIO 2.45. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con

distribucion gama de pardmetros aq, A y as, A respectivamente. Encuentre una funcion
de densidad de Z = %

EJERCICIO 2.46. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucién normal estdndar, de pardmetros 0,0% y 0, 0% respectivamente Encuentre

una funcion de densidad de Z = %

EJERCICIO 2.47. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Junta dada por:

stl<z<y
en otro caso

f(x,y>={ o

Encuentre las funciones de densidad de U = XY yV = %

EJjErCICIO 2.48. Sea X una variable aleatoria con distribucion F' con n y m grados
de libertad. Demuestre que Y = % tiene distribucion F' con m yn grados de libertad.

EJErRCICIO 2.49. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion t con n grados de
libertad. Demuestre que X2 tiene distribucion F.

Ejercicio 2.50. Sea X una variable aleatoria con distribucion F con n y m grados

de libertad. Demuestre que Z = 1++X tiene distribucion beta.

EJERrRcICIO 2.51. Sea X wuna wvariable aleatoria con distribucion t con n grados de
libertad. Demuestre que Y = Hl;XQ tiene distribucion beta.
EJERCICIO 2.52. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de pardmetro . Encuentre las distribuciones de min(X,Y)
y max(X,Y).
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EJERCICIO 2.53. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, las 3 con

distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad de a)
X+Y+Zyb)X+Y - Z.

EJERrcICIO 2.54. Sean Xy, ..., X, n vartables aleatorias independientes, cada una
con distribucion exponencial de pardmetro \. Encuentre una funcion de densidad de
a) Y =min(Xy,...,X,) yb) Z=max(Xy,...,X,).

EJERcICIO 2.55. Cada uno de 8 articulos tiene un tiempo de vida que se distribuye
exponencialmente con parametro A. Los 8 articulos se ponen a funcionar simultinea-
mente distribuidos en dos grupos, uno formado por 5 articulos y otro formado por 3.
Encuentre la probabilidad de que falle un articulo del primer grupo antes que uno del
sequndo.

EJERCICIO 2.56. Sean Xi, ..., X, n vartables aleatorias independientes, cada una
con distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y sea A > 0. Demuestre que ¥ =
—+In[];_, X tiene distribucion gama.

EJERCICIO 2.57. Sean X1, Xs,... n wvariables aleatorias independientes, cada una
con distribucion exponencial de pardmetro . Para cada k € {1,2,...}, definamos
Sy = Z?Zl Xj. Parat >0, sea Ny el nimero de Si’s que son menores o iguales que
t. Encuentre la distribucion de Ny.

EJERCICIO 2.58. Sea f la funcion de densidad beta con pardmetros ca; > 1 y ag > 1.
Encuentre el punto en donde f toma su valor mdximo.

EJjerCICIO 2.59. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial. Encuentre una funcion de densidad conjunta de X +Y y
Y — X y utilicela para encontrar P[X +Y < 1,Y — X > 0].

EJjERCICIO 2.60. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

Ne ™M si0<z<y
floy) = { 0 en otro caso

Encuentre una funcion de densidad conjunta de X +Y y Y — X y utilicela para
encontrar:

PIX+Y<1Y—-X>0.

EJjErCICIO 2.61. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

dry st (O<z<lyzx<y<l) d(-l<z<0yzx<y<O0)
0 en otro caso

fxy(zy) = {
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Encuentre una funcion de densidad conjunta de U = X +Y yV =Y — X, grafique
la region {(u,v) : fuy(u,v) >0} y calcule P [U <1,V > 1].

EJERCICIO 2.62. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de pardmetro \. Demuestre que las variables aleatorias U =
Y — X yV=min(X,Y) son independientes.

EJERCICIO 2.63. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes con distribucion
normal estandar. Demuestre que las variables aleatorias U = X +Y yV = aX +8Y
son independientes si y solo si o+ [ = 0.

EJERCICIO 2.64. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas tales que las variables aleatorias U = Y — X y V = min(X,Y) son
independientes. Asumiendo que X y Y son no negativas, absolutamente continuas
y que su funcion de densidad comin es diferenciable, demuestre que la distribucion
comun de X y Y es exponencial.

EJERCICIO 2.65. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion gama, la primera con pardmetros oy y A, la sequnda con pardmetros s
y A. Demuestre que las variables aleatorias Y/X y X +Y son independientes.

EJERCICIO 2.66. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con

distribucion exponencial de pardmetro \. Encuentre una funcion de densidad conjunta
deU =2X yV=X+Y.

EJjerCICIO 2.67. Sean U y V' dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Demuestre que las variables aleatorias
X = +V-2InUcos2tV y Y = V/—2InUsen2nV son independientes y que ambas
tienen distribucion normal estdndar.

EJjerRCICIO 2.68. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion gama de pammetms a y A\. a) Encuentre la funcidn de distribucion
conjunta de U = X T VYV =% +Y b) ¢Existe una funcion de densidad conjunta de
U y V¢ Justifique su respuesta.

EJERCICIO 2.69. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (0, 1). Encuentre una funcion de densidad conjunta
deU=X+Y yV = XLJFY sSon U y V independientes?

Ejercicio 2.70. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion ea;ponencz’al de pardmetro A. Encuentre una funcion de densidad conjunta

deU =Y yV = X+Y ¢Son U yV independientes? Justifique su respuesta.

Ejercicio 2.71. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion normal estandar. Encuentre una funcion de densidad conjunta de U =
X2 yV =X2+Y2 ;SonU yV independientes? Justifique su respuesta.
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EJERCICIO 2.72. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
en el interior del circulo 2% + y?> = 1. Sean R y © las coordenadas polares del punto
seleccionado. Encuentre una funcion de densidad conjunta, asi como las densidades
marginales de R y ©. ;Son R y © independientes? Justifique su respuesta.

EJERCICIO 2.73. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto en

el interior de la elipse % + %1—2 =1. Sean X y Y las coordenadas cartesianas del punto
seleccionado y R y ® las coordenadas que resultan de la transformacion x = 3r cos 6,
y = 2rsentl. Encuentre una funcion de densidad conjunta, asi como las densidades
marginales de R y ®. ;Son R y ® independientes? Justifique su respuesta.

EJERCICIO 2.74. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad conjunta
deU=XyV = % y utilicela para calcular P [U > %, V< 2].

EJERCICIO 2.75. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (—1,1). Encuentre una funcion de densidad
conjunta de U = X y V = XY, grafique la region {(u,v) : fuv(u,v) > 0} y calcule
PU <3,V <i]

EJERCICIO 2.76. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Jjunta dada por:

sie>1, 1<y<u
en otro caso

fz,y) = { 6"%
Encuentre:

a) Una funcion de densidad conjunta de U = X yV = XY
b) P2<U <4,V <9

c) las funciones de densidad marginales de U y V.

EJjERCICIO 2.77. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

six>1,y>1
en otro caso

e ={ 57
Encuentre:

a) Una funcion de densidad conjunta de U = XY yV = %
b) P[U > 2,V < 3]

c¢) Las funciones de densidad marginales de U y V.
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EJERCICIO 2.78. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias con funcion de densidad
conjunta dada por:

Fesaloyz)=] 6 H0<r <<
XYy, z\X, Y, 2) = 0 en otro caso

a) Demuestre que las variables aleatorias U = X,V =Y - X yW = Z =Y son
independientes. b) Encuentre P[X +Y > Z].

EJERCICIO 2.79. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion geométrica de pardmetro p. Demuestre que U = min(X,Y) y V =
méx(X,Y) — min(X,Y) son independientes.

EJjErcicio 2.80. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de pardmetro A. Demuestre que U = min(X,Y) y V =
max(X,Y)—min(X,Y) son independientes y que ambas tienen distribucion exponen-
cial.

EJeErcicio 2.81. Un sistema consiste de 2 componentes, cada uno de los cuales tiene
un tiempo de vida distribuido exponencialmente con pardmetro A. Cuando un compo-
nente se acaba, inmediatamente es reemplazado por otro de las mismas caracteristicas.
Denotando por 11,15, ... a los tiempos entre reemplazamientos sucesivos, encuentre
una funcion de densidad conjunta de Ty y Ty. sSon Ty y T independientes?

EJERCICIO 2.82. Un sistema consiste de 2 componentes, cada uno de los cuales tiene
un tiempo de vida distribuido uniformemente en el intervalo (0,1). Cuando un compo-
nente se acaba, inmediatamente es reemplazado por otro de las mismas caracteristicas.
Denotando por 11,15, ... a los tiempos entre reemplazamientos sucesivos, encuentre
una funcion de densidad conjunta de Ty y Ts. sSon Ty y Ts independientes?

EJERCICIO 2.83. Dado un proceso de Poisson {P; :t > 0} y nidmeros reales 0 < t; <
ly < --- < t,, encuentre la funcion de densidad conjunta de Py, ..., P,

ne

EJERCICIO 2.84. Se le llama movimiento browniano (en honor a Robert Brown) al
movimiento que presenta una pequena particula que se encuentra suspendida en un
liquido, el cual es debido a los choques de las moléculas del liquido con la particula.
St consideramos un movimiento browniano en una dimension, entonces éste se puede
modelar mediante una familia de variables aleatorias {W; : t > 0} de tal manera que
W, representa la posicion de la particula en el tiempo t. Norbert Wiener construyd,
en el ano 1922, un modelo matemdatico de este tipo para el movimiento browniano
y, en honor a él, se define un proceso de Wiener o movimiento browniano estindar
como una familia de variables aleatorias {W, : t > 0}, la cual satisface las siguientes
propiedades:

(i) Wo = 0.
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(i) Si0 <ty <--- < ty, entonces las variables aleatorias Wy, Wy, — Wy, ...,
Wy, — Wi, son independientes.

(iii) Las funciones t — W, son continuas.

(iv) S1 0 < s < t, entonces la variable aleatoria W; — W tiene distribucion
normal con pardmetros =0 y 02 =t — s.

Dado un proceso de Wiener estandar {W, :t > 0} y n dmeros reales 0 < t; < ty <
-+ < ty, encuentre una funcion de densidad conjunta de Wy, ..., W, .

n

EJERCICIO 2.85. Se seleccionan, al azar y de manera independiente, n + 1 puntos
en el intervalo (0,2n). Encuentre la probabilidad de que no haya dos de ellos cuya
distancia sea menor que 1.

EJERCICIO 2.86. Dada una cierta produccion de ldmparas, se sabe que el tiempo
de vida de cada una de ellas es independiente del tiempo de vida de las otras y tiene
distribucion exponencial con pardmetro A. Si se prenden n ldmparas simultdneamente,
scudl es la probabilidad de que mno haya alguna ldmpara que deje de funcionar dentro
de la hora que sigue al momento en que deja de funcionar alguna otra ldmpara?

EJERCICIO 2.87. Se seleccionan, al azar y de manera independiente, n puntos en el
intervalo (0,1). Si Xy, ..., X, son losn puntos seleccionados, encuentre la esperanza
del k-ésimo estadistico de orden correspondiente a X1,...,X,.

EJERCICIO 2.88. Tres personas quedan de verse en un cierto lugar a las 10 de la
manana. Cada persona llega al lugar de la cita de manera independiente en un tiempo
aleatorio distribuido uniformemente entre las 10 y las 11 de la manana. Cada persona
espera 10 minutos y, si no llega alguna otra, se va; en cambio, si se llegan a encontrar
2 de ellas, esperan a la otra hasta las 11 de la manana. a) ;Cudl es la probabilidad
de que nmingin par de personas se encuentre? b) ;Cudl es la probabilidad de que
se encuentren las 3 personas? c) ; Cudl es el menor tiempo que debe esperar cada

persona de tal manera que la probabilidad de que se encuentren las 3 sea mayor que
19
5 ¢

EJERCICIO 2.89. Tres personas quedan de verse en un cierto lugar a las 10 de la
manana. Cada persona llega al lugar de la cita de manera independiente en un tiempo
aleatorio distribuido uniformemente entre las 10 y las 11 de la manana. Cada persona
espera 10 minutos y, si no llega alguna otra, se va; pero, si se llegan a encontrar 2
de ellas, esperan a la otra 10 minutos a partir del momento en que se encuentran,
después de lo cual se retiran ;Cudl es la probabilidad de que se encuentren las 3
personas?

EJERCICIO 2.90. Sean X1, X5 y X3 tres variables aleatorias independientes, las 3 con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y sean Xy, X(2), X(3) los estadisticos de
orden correspondientes a X1, Xs, X3. Encuentre P [X(l) < %, X(3) > ﬂ
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EJjercicio 2.91. Sean Xi, Xo y X3 tres variables aleatorias independientes, las 3
con distribucion exponencial de pardmetro X = 1 y sean X (1), X(2), X(3) los estadis-
ticos de orden correspondientes a X1, X9, X3. FEncuentre P [X(l) > %,X(Q) < 2] Y

EJjerCICIO 2.92. Sean Xi, Xo y X3 tres variables aleatorias independientes, las 3
con distribucion uniforme en el intervalo (—1,1) y sean Xny, X(2), X(3) los estadis-
ticos de orden correspondientes a Xq, Xo, X3. Encuentre P [X(l) > -1 X2 < l] Yy
P[X@ <3 Xg >3]

PR 2
EJERCICIO 2.93. Se seleccionan, al azar y de manera independiente, tres puntos, X,
Y y Z, sobre el segmentos [0,3L]. Encuentre la probabilidad de que la distancia entre
el menor y mayor de los puntos seleccionados sea mayor que 2L.

EJERCICIO 2.94. Encuentre la esperanza y la varianza de una variable aleatoria con
distribucion t con k grados de libertad.

EJERCICIO 2.95. Encuentre la esperanza y la varianza de una variable aleatoria con
distribucion F con n y m grados de libertad.

EJERCICIO 2.96. Encuentre la esperanza y la varianza de una variable aleatoria con
distribucion beta de pardmetros ay y as.

EJjERrcICcIO 2.97. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con
reemplazo, dos bolas de una caja que contiene 20 bolas marcadas con los nimeros

1,...,20. Sea X el menor de los dos nimeros de las bolas seleccionadas. Encuentre
EX].

EJjErciciO 2.98. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con
reemplazo, dos bolas de una caja que contiene 20 bolas marcadas con los nimeros
1,...,20. Sea X el mayor de los dos nimeros de las bolas seleccionadas. Encuentre

E[X].

EJERCICIO 2.99. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas dis-
tribuidas uniformemente en el conjunto {1,...N}. Encuentre la esperanza de a)
U=min(X,Y)ybd) V=Y —-X]|

EJeErcICIO 2.100. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes, todas dis-
tribuidas uniformemente en el conjunto {1,... N}. Demuestre que

Emin{X;,...,X,,}] + Emdx{Xy,..., X,,}]=N+1
Ejercicio 2.101. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre la esperanza de Z = XY .

EJERCICIO 2.102. Sea X1, Xs, ... una sucesion de variables aleatorias independientes,
todas con distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre el valor esperado del
primer entero positivo N tal que X1 + ...+ Xy > 1.
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EJjerCICIO 2.103. Sea X1, X, ... una sucesion de variables aleatorias absolutamente
continuas, independientes e idénticamente distribuidas y:

A={we: Xj(w) > Xa(w)>---}

Para cada w € A, sea N(w) =0 y, para cada w € A°, sea N(w) € {2,3,...} tal que:
Xi(w) > > Xney-1(w) ¥ Xn)-1(w) < Xnw)(w).

Encuentre E [N].

EJjerRCICIO 2.104. Sea Xo, X1, ... una sucesion de variables aleatorias absolutamente
continuas, independientes e idénticamente distribuidas y:

A={we: Xj(w) < Xp, Xo(w) < X, ...}

Para cada w € A, sea N(w) =0 y, para cada w € A°, sea N(w) € {1,2,...} tal que:
Xi(w) < Xo(w), -+, Xnv(w)-1(w) < Xo(w) ¥ Xnw)(w) > Xo(w).

Encuentre E [N].

EJERcICIO 2.105. Sean Xi,...X, n wvariables aleatorias independientes, todas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre a) F [max{Xi,...X,}] v b)
Emin{Xi,... X,}].

EJERCICIO 2.106. Se eligen dos puntos, al azar y de manera independiente, en el
intertor de un circulo de radio 1. FEncuentre el valor esperado del cuadrado de la
distancia entre ellos.

EJjercicio 2.107. En el tiempo t = 0, una particula es emitida desde el origen hacia
el primer cuadrante del plano de tal manera que la magnitud de su velocidad es una
variable aleatoria V' con distribucion uniforme en el intervalo (0, 1), mientras que el
dngulo © que forma el vector velocidad con el eje x es una variable aleatoria con
distribucion uniforme en el intervalo (0,%). Sea X la abscisa de la posicion de la
particula una unidad de tiempo después de ser lanzada. Suponiendo que V y © son
independientes, encuentre el coeficiente de correlacion entre X y V.






CAPITULO 3

DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIADA

Ustedes saben que yo escribo lentamente. Esto es princi-
palmente porque nunca estoy satisfecho hasta haber dicho
tanto como sea posible en pocas palabras, y escribir breve-
mente toma mucho mds tiempo que escribir ampliamente

Johann Carl Friedrich Gauss

3.1. Distribucién normal bivariada

DEFINICION 3.1 (Distribucién normal bivariada). Se dice que la pareja de va-
riables aleatorias X y Y tiene distribucion normal bivariada si existen dos varia-
bles aleatorias independientes, U y V', con distribucion normal estandar, tales que
X=aU+bV+pupyY =cU+dV +v, en donde a, b, c, d, u y v son constantes tales
que ad — bc # 0.

Obsérvese que la condicién ad —be # 0 significa que la transformacién x = au+bv+ p,
y = cu + dv + v es invertible.

PROPOSICION 3.2. Supongamos que la pareja de variables aleatorias X,Y tiene dis-
tribucion normal bivariada y sean iy, 0% Y py, 0% la esperanza y la varianza de X
y 'Y, respectivamente, y p el coeficiente de correlacion entre X yY, entonces p* # 1
y una funcion de densidad conjunta de X,Y estd dada por:

_ 1 1 (z—px)?® | —py)® o (z—px)(y—py)
fX,Y(way) - Inox oy /_1pr exp{ 2(1—p2) [ 2X + 2Y Qp UXXgY = }}

9x 9y
Demostraciéon
Sean U y V dos variables aleatorias independientes, con distribucién normal estandar,

talesque X = aU+bV+puyY = cU+dV +v, en donde a, b, ¢, d, u y v son constantes
tales que ad — bc # 0.

87
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Para encontrar una funcién de densidad conjunta de X y Y, consideremos la trans-

formacion ¢ = au + bv + p, y = cu + dv + v, la cual tiene como inversa a u =
#ﬁbc(x — ) — ﬁ(y —v), v =—=—(r — pu) + —*(y — v), cuyo Jacobiano estd

1 )
dado por ——-, de manera que:

fX,Y(xu y) = \adibc| fU,V (adgbc(x - :U’> - adibc(y - V)a _adibc(‘r - :u) + adibc(y - V))

_ 1 1 2 +d? 2 a?+b? 2 4 _actdb (z=p)(y=v)
~ Jad—bc| 27 exXp {_Z(ad—bc)2 (:U o N) " 2(ad—bc)? (y o V) + (ad—bc)? J};Uyy }

Pero, se tiene ademas:

pyx = E[X] = FE[aU + bV + pu] = p

py =E[Y]=FE[cU+dV +v]=v
2 =Var(aU + bV + p) = a®* + 1?

02 =Var(cU+dV +v)=c*+d?

Cov(X,Y)=FE[(X —ux)Y —uy)| = E[(aU +bV)(cU + dV)] = ac+ bd

. CO’U(X,Y) _ ac+bd
P= Toxov T VBt VIA®
2 (ac+bd)? _ (ad—bc)?
1- p = 11— (@2+b2)(2+d?) — (a24b2)(2+d?)

Por lo tanto, p* # 1y, ademds, la férmula para fyy se puede escribir de la siguiente
manera:

fX,Y(iU, y)

1 (IE—M}()Q 1 (y—,uy)2 + p (

exp{ 2(1-p?) 0% 2(1-p?) o} T pZ\r tx)(y — MY)}

27r0'X oy

exp{ 11p2) [(ﬂc—aﬁé(xV + (y;%Y)2 . 2p(w—ufx)((ji—uy)}}

27deo'y\/

A continuacién se presenta la gréfica de la funcién de densidad conjunta de un vector
aleatorio (X,Y) con distribucién normal bivariada.



3.1. DISTRIBUCION NORMAL BIVARIADA 89

I
N[ =

:U/X:/JJY:OJO%(:U%:L Pxy

EsEMPLO 3.3. Sean U y V' dos variables aleatorias independientes con distribucion

no:mal estandar. Definamos X = %U — %V — % yY = —%U — %V — % Se tiene
entonces:
EX] = —%
EY]= -2
_ 1,4 _2
VCLT(X)—Z-F@—%
_ 1,1 _ 10
V(M‘(Y) =113~ 3
_ 1 2 1 1 _ 1 1 _ 5
Con(X,Y)=E[(5U-3V) (-3U—3V)] = B[ +5V°] = -5
1
PP="Vn
Ast que
_ 1 1 (z—nux)® | W=—ny)® o (z—px)(y—py)
fX,Y(LE’y) o QTrJXUY\/meXp{ 2(1-p?) [ U%(X + U%/Y 2p UXXUY - ]}

= grexp {—3 B+ )7 +4ly +3)° + 5=+ )y +3)]}
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EJEMPLO 3.4. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucion normal bivariada con
vector de esperanzas (—1,3), vector de varianzas (4,9) y coeficiente de correlacion
—%. Entonces:

fxy(@y) = mexp{—35 [ +1)? + 5y = 3)* + Z(z + (y — 3)] }
Se tiene:
2
00 T 5y 5Ty = o5 (v 4 5y) + gy’
Asi que:

Fror(ey) = e {3 [% (G + D+ 36 -3)" + 50 - 3] |

2
_ 1 1 9z+4y—3 —3)\2
—mexp{—i l( ty2 ) +(yT)H

Definamos:
_ 9X+4Y-3 _ 35 2v5 V5
U= = 10X+t3BY -1
_Y-3_1
V=" =3V-1
Entonces:

i (u,0) = & exp {1 [u2 + 7]}

Ast que U y V' son independientes, ambas tienen distribucion normal estindar y:
_ 25 4

X==2U—-3V-1

Y =3V+3

DEFINICION 3.5 (Formas cuadraticas bidimensionales). Se dice que una funcion
F :R? — R es una forma cuadrdtica si tiene la forma F(x,y) = ax® + bxy + cy?, en
donde a, b y ¢ son constantes.

DEFINICION 3.6 (Formas cuadrdticas bidimensionales definidas positivas). Se
dice que una forma cuadrdtica F : R* — R es definida positiva si F(z,y) > 0 para
cualquier vector (z,y) # (0,0).

PROPOSICION 3.7. Una forma cuadrdtica F(x,y) = az?+bry+cy? es definida positiva
siy sélo sia >0, c >0 ydac — b* > 0.

Demostraciéon

Si a # 0, se tiene:
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_ b,\2 | 4dac—b?
F(fc,y)—a[(fwgy) + y}
asf que, cuando a > 0 y 4ac — b* > 0, la forma cuadrética F es definida positiva.

Por otra parte, si I’ es definida positiva, obsérvese primero que no es posible tener
a =0y c=0 pues en ese caso se tendria F(z,y) = bxy, lo cual no define una forma
cuadrética definida positiva. Ademds, a # 0 pues de otra forma se tendria:

Fle,g) = boy + e = ¢ [ (y+ £0)” — a?]
lo cual define una forma cuadréatica que no es definida positiva.

Asi que se tiene:
2 ac
Flz,y) = a|(e+ £y)” + 122

y, como F' es definida positiva, necesariamente se tiene a > 0 y 4ac — b*> > 0. Final-
mente, ¢ > % > 0.

Si el vector aleatorio (X,Y) tiene distribucién normal bivariada, entonces su funcién
de densidad conjunta fxy tiene la forma fxy(z,y) = K exp {—% [F(z — p,y — 1/)]},
en donde F' es la forma cuadratica definida por:

2 2p

— 1 1 .2 20 1 2 1
F(z,y) = (1-p%) [Ez N UXUY Ty + %y ] o (1—92)0§g$ + (1—92)0%/y -~ (1-pHoxoy

Y

Esta forma cuadrética es definida positiva ya que:

1
=z >0

1 4> 4 _ 4 <0
(1—p2)2 0% o2 oo | T T (- p2)o% o2

PROPOSICION 3.8. Sea X,Y wuna pareja de variables aleatorias con funcion de den-
sidad conjunta fxy dada por fxy(z,y) = Kexp{—1[F(z —p,y—v)]}, en donde
F es una forma cuadrdtica definida positiva y K, y v son constantes, entonces el
vector (X,Y) tiene distribucion normal bivariada.

Demostracion

Sea F(x,y) = ax® + bxy + cy?, entonces F(z,y) = a (:L’ + %y)2 + 4‘“ dac=b? 02 a5 que:

Fxy(z,y) = Kexp {—% [a (2= )+ Ly —v))" + 2=ty — y)Q] }
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Consideremos entonces las variables aleatorias:
U=a((X —p+ L& —v)

V= 2B (Y —v)

La transformacién que define a la pareja U, V' en términos de la pareja X, Y es inverti-
ble, asi que existen constantes A, B, C'y D talesque AD—BC # 0y X = AU+BV +p,
Y =CU + DV + v. Ademss, se tiene:

fur(u,v) = Cexp {1 i +12])
en donde C es una constante.

Por lo tanto, U y V' son independientes y ambas tienen distribucién normal estandar.
Asi que la pareja X, Y tiene distribucién normal bivariada.

Sea f : R? — R una funcién de densidad de la forma:
fz,y) = Cexp{—3 (az® + bry + cy® + dz +ey) }

en donde d, e y C son constantes y la forma cuadrética F(z,y) = ax® + bxy + cy? es
definida positiva, es decir, por la proposicién 3.7, a > 0, ¢ > 0 y 4ac — b* > 0.

Para ;1 y v niimeros reales cualesquiera, se tiene:
Flx—py—v)=ale—p)’+bx—pn) (y—v)+cly—v)

= ax? + bry + cy? — (bv + 2ap) x — (2cv + bp) y + ap? + buv + cv?

Como b? — 4ac # 0, el sistema de ecuaciones:

bv + 2ap = —d

2cv + by = —e

tiene una unica solucién para py v. Asi que f puede escribirse en la forma siguiente:
flz,y) = Kexp{—5 [F(x — p,y —v)]}

= Kexp{—3[a(z—p)"+b@—p)(y—v)+ecly—v)]}

en donde K es una constante.

Por lo tanto, f es funcién de densidad de una distribucién normal bivariada.
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Sea (X,Y) un vector aleatorio con esa funcién de densidad. Entonces f puede es-
cribirse también en la forma siguiente:

Tr— 2 —1/2 r— —v
f(x’y):%exp{—%ﬁpz) [( QUL P SO )”

2noxoy/1—p Ox Oy

en donde 0% y 0% son las varianzas de X y Y, respectivamente, y p es el coeficiente
de correlacién entre X y Y.

Se tiene entonces:

(1-p) ok =4
(1—=p* oy =1
et = b
Asi que:

O-g( = %1—1p2

O-%/ = %lij

Cou(X,Y) = poxoy = — L0
En particular, se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.9. Sea f : R? — R una funcion de densidad de la forma:
f(a,y) = Cexp {—3 (aa® + bry + cy* + dx + ey) }

en donde a, b, c,d, e y C son constantes y la forma cuadrdtica F' definida por F(x,y) =
ax® + bxy + cy? es definida positiva. Entonces f es funcion de densidad de una
distribucion normal bivariada.

EJEMPLO 3.10. Sea X,Y wuna pareja de variables aleatorias con funcion de densidad
conjunta fxy dada por:

fxy(z,y) = Cexp{—1 (227 — 2zy + 2y* — 42) }
en donde C es una constante.

Como la forma cuadrdtica F(z,y) = 22* — 22y + 2y* = 2 (x — %y)2 + 3y? es definida
positiva, la distribucion conjunta del vector aleatorio (X,Y) es normal bivariada.
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Sean p y v las esperanzas de X y'Y, respectivamente, entonces:
Floe—py—v)=2(@—p)’=2@—p) (y—v)+2(y—v)
=227 = 2zy+ 2> —4 (u— )z + (2u — ) y + 2p* — 2uv + 20
Asi que:

n— %V =1

2u—4v =0

Wi

Por lo tanto, u = % yv=

Ast que:

porte) =Kew {3 2= )" 2~ -3 +20 -9}
en donde K es una constante.

Sean o% y o3 las varianzas de X y Y, respectivamente, y p el coeficiente de correla-
cion entre X y Y. Se tiene entonces:

fxy(z,y) = —QMXJ: T2 exp {_2(1;2) [(1;5)2 + (y;é/)z - 21)(1;@9;”)]}
Asi que:
(1-p*) ok =3
(1=p*) o} =3
2p _9

oxoy(1—p?)

Por lo tanto:

P=73

02 =2

o3 =2

COU(X,Y):%

K= 1 =y

2nrox oy \/l—pgf_yy
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Es decir:
peve = few {492 -1 2637}

A

Evidentemente, si la pareja de variables aleatorias X, Y tiene distribucién normal
bivariada y su coeficiente de correlacién es p, entonces el vector aleatorio (X,Y) es
absolutamente continuo, X y Y tienen distribucién normal y p? # 1. Sin embargo,
debe de observarse que la aseveracién inversa no es vilida, es decir, para que X,Y
tenga distribucién normal bivariada no basta con que el vector aleatorio (X,Y") sea
absolutamente continuo, que X y Y tengan distribuciéon normal y que su coeficiente
de correlacién p satisfaga p? # 1. En efecto, considérese el ejemplo siguiente:

EjeMPLO 3.11. Sean X yY dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta
dada por:

3@+ o o >0,y<06x<0,y>0
en otro caso

La pareja X, Y no tiene distribucion normal bivariada pues, si la tuviera, su funcion
de densidad conjunta no se anularia en ningun punto. Sin embargo, se tiene:

1 (% =3+ g ;
e 2 stx <0 1
fx(z) = { Ifoo Y L o3

= e 2@y six >0 Ver©

1[0 =5+ ; 0
I = P rosiy<0 _ 4 a1
fY(?J) - { 1 fo 67%(12+y2)daf; Si y Z O o \/ﬂe 2Y

Ast que tanto X como Y tienen distribucion normal estandar. Ademds:
Cov(X,Y)=F[XY]= %ffoo I zye 2 @) dydy + = fi)oo zye~ 2 @) dydy
= L[ meietde - L[ e i = -2
Ast que, pxy = 55 # 1.
A

Una propiedad importante de una pareja de variables aleatorias con distribucién
normal bivariada consiste en que basta con que su coeficiente de correlacién sea cero
para poder asegurar que tales variables aleatorias son independientes. Este resultado
se obtiene inmediatamente de la férmula:
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)2 o _
fxy (@, y) = y—y) — 2y (=) (y uy)]}

1 1 (w_ll’z)2
eX — +
ZWUXJY\/l—pg(YY p { 2(1—/;%(’},) |: o2 0% Y 0z0y

3.2. Un poco de Calculo Matricial

Asumimos que el lector estd familiarizado con la definicién y las operaciones bésicas
de suma y producto entre matrices de niimeros real o por un nimero real «:

a11 Qa2 A1m aa1; a2 QQ1m
Q21 A22 Ao2m Qa1 Q22 QQom
(8% _—
An1  Ap2 Anm Qln1 CQp2 Apm
ailr a2 A1m bi1 b1 bim
21 QA22 Q2am ba1  baa bom
+
Ap1  Ap2 Anm bnl bn? bnm
ayp +bi aiz + bio A1 + b1y
a1 + ba1  agy + by a2 + bap,
an1 + bnl an2 + bn2 Anm + bnm
ailz  aig Q1r bi1 bia bim
ag1  A22 Q2r ba1 Do bam
An1  Ap2 Any brl br2 brm

T T

> im1aijbjn D aijbj
T T

> jo G2ibj1 Do agibjo

T
> =1 @1505m
i1 a2;b;
j=1%25Yjm

T T T
D i1 Angbjn D25 anjbys > i1 Anjbjm

También asumimos que el lector estd familiarizado con las propiedades del determi-
nante de una matriz A de n x n, el cual serd denotado por |A|.

Siparacadai e {1,...,n}yje{l,...,m}, A es una matriz, la notacién:
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97
Al 1 A12 Alm
A21 A22 A?m
Anl AnZ Anm

representa a la matriz que se obtiene al escribir los componentes de cada una de
las matrices A;;. Esta notacién se utilizard tinicamente cuando las matrices que
pertenecen al mismo renglén tengan el mismo niimero de renglones y las matrices que

pertenecen a la misma columna tengan el mismo nimero de columnas. Por ejemplo,
Si:

A — 11 a2
Q21 A22
b1 bz bis
B =
<521 baa Do
C11 C12
O — Co1 C22
C31 (32
Cq1  C42
dyy diz dis
day daa  dog
D =
d3i dsp dss
dyy dya  das

. A B .
entonces, la notacién C D representa a la matriz:

ain a2 b bz bz
agy e bay bay b3
ci1 ¢z dyp dip dis
Co1 Cop dy dyo da3
c31 C32 d31 dzp ds3
Ca1 Ca2 dgr dyo dys

Esta notacion es cémoda sobre todo porque, para fines de las operaciones entre ma-
trices, se puede operar con las matrices que forman un arreglo matricial como si se
tratara de las entradas de una matriz usual; obviamente, esto tinicamente cuando las
operaciones que se realicen estén bien definidas. Por ejemplo, si:
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! !
Al — ( Ay Qo )
- ! !
ST
/ / /
B — ( by Uia b3 )
- / / /
by Dby bog
/ / / /
o — €11 €12 €13 €14
- / / / /
€31 €9 €93 Coy
/ /
€11 G2
’ ! /
D" = Co1 Cog
/ /
C31 C3o
U ! !
11 @12 Qi3
’ i ! !
B = 21 g9 Uog
l ! !
31 O3p Usg
! / !
Jii fio fiz Sfua
!/ ! I I !
F' = Jor oo fo3 fau
I I ! !
fa1 fao Sz fa
entonces:

A B A B C'\ [ AA+BD" AB' + BE'" AC'+ BF'

C D D E F ) \CA+DD CB+DE CC'+DF
Una matriz A con n renglones y m columnas, es decir, de n X m, representa una
transformacién lineal de R™ en R™. En efecto, representando a los vectores mediante
matrices de una columna, la transformacién que asocia a cada vector x € R™ el vector
y = Az € R", es lineal. En forma desarrollada, si a;; son los elementos de la matriz
A, xy,..., 1, las coordenadas de = y y1,...,y, las coordenadas de y, entonces, para
i €{l,...,n}, se tiene y; = 37| a;;;.
DEFINICION 3.12 (Matrices diagonales). Diremos que una matriz (a;;) de n X n

es diagonal st a;; = 0 para cualquier pareja i,j € {1,...,n} tal que i # j.

Dados m numeros reales d, . .
de m X m, con entradas dy, ...

., dy,, denotaremos por Dy, 4, @ la matriz diagonal,
, dp,, es decir:

Dd1,d2,...,dm -
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DEFINICION 3.13 (Matriz identidad). La matriz diagonal de n x n para la cual
a; = 1, para cualquier i € {1,...,n}, serd llamada la matriz identidad de n X n y
serd denotada por I,,.

DEFINICION 3.14 (Matrices triangulares superiores). Se dice que una matriz de
n X n es triangular superior (resp. inferior) si todos sus elementos que estdn debajo
(resp. arriba) de la diagonal son 0.

La matriz de n x m formada exclusivamente por ceros serd denotada por Opp,.
DEFINICION 3.15 (Matrices invertibles). Diremos que una matriz A de n X n es
invertible, si existe una matriz, denotada por A=Y, tal que AA™' = A71A =1,.
Obviamente, si A es invertible, entonces A~! también lo es y (Afl)_l = A.

El siguiente es uno de los resultados bésicos del Algebra Lineal, su demostracién

puede consultarse, por ejemplo, en Grossman, S. I., Algebra Lineal con aplicaciones,
McGraw-Hill.

PrROPOSICION 3.16. Si A una matriz de n X n, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) A es invertible.

b) Para cada b € R™ existe un unico vector x € R™ tal que Ax = b.
¢) No existe ningin vector distinto de cero x € R™ tal que Az = 0.
d) El determinante de A es distinto de cero.

COROLARIO 3.17. Sea A una matriz de n X n y supongamos que existe una matriz B
tal que BA = I,,. Entonces A es invertible y A~' = B.

Demostracion

Sea x € R" tal que Ax = 0, entonces © = [,x = BAx = 0; asfi que, por la proposicién
3.16, A es invertible. Ademss:

B=1I,B=B(AA™) = (BA)A™ = [, A~ = A~
]

COROLARIO 3.18. Sea A una matriz de n X n y supongamos que existe una matriz B
tal que AB = I,,. Entonces A es invertible y A~' = B.
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Demostraciéon

Por el corolario 3.17, B es invertible y B~! = A, asf que A también es invertible y
Al'=(B Y ' =B,

Un método para determinar si una matriz es invertible y, en su caso, encontrar su in-
versa, consiste en transformar la matriz en una cuyos elementos sean exclusivamente
0’s y 1’s mediante la aplicacién repetida de las siguientes operaciones: a) multipli-
caciéon de los elementos de un renglén de la matriz por un nimero real distinto de
cero, b) adicién de los elementos de un renglén de la matriz a los de otro renglén de la
misma y c) intercambio de los elementos de dos renglones de la matriz. Este proceso
siempre permite transformar la matriz original en una con las siguientes propieda-
des: a) los renglones formados exclusivamente por 0’s son los tltimos, b) el primer
elemento distinto de cero de cada renglén es un 1, ¢) el primer elemento distinto de 0
en cualquier renglon se encuentra a la derecha del primer elemento distinto de 0 del
renglén anterior y d) la columna en donde se encuentra el primer elemento distinto de
0 de un renglén tiene exclusivamente 0’s en sus otras entradas. La forma de la matriz
que se obtiene es conocida como escalonada reducida y el método para obtenerla
es llamado de Gauss-Jordan.

Por ejemplo, las siguientes matrices estdn en su forma escalonada reducida:

10000 1000 2 10200
01 00O 01001 01500
0010O0 0010 4 00010
000T1OQO0 00017 0 00O0T1
0 00O01 000O0O 0 00O0O
16 000 1 400 2 1 302820
001O0O0 00103 00150
000T1O0 000135 0 00O0T1
0 00O0T1 00 00O 00 00O
00 0O0O 000O0®O 000O0®O

Se puede demostrar que una matriz A de n x n es invertible si y sélo si su forma
escalonada reducida es la identidad y la inversa de A es la matriz que se obtiene
al aplicar a la matriz identidad exactamente las mismas operaciones, y en el mismo
orden que se efectuaron sobre A, para obtener su forma escalonada reducida.

Por ejemplo, consideremos la siguiente matriz:
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12 2 0 0 O 2 0 0 0
01 —3 -1 , -1 0 0 0 0
—wloo 1 1 0 O 1 1 0 0
00 0 1 —3 0o 1 -1 -1 0

4 4 16 10 8

00 0 0 1 T~ o 1 —u
10 0 0 0 B 6w 1 1
01 —3 -1 3 10 0 0 0
oo 1 1 0 o 1 1 0 0
00 0 1 —3 0 1 -1 -1 0

4 4 16 10 8

00 0 0 1 T 1 1 i
0100 0 i e
—wloo0o11 o0 o 1 1 0 0
0001 -1 0 1 -1 -1 0

4 4 16 10 8

0000 1 T 1 1 1 i

28 6 20 4 2

1000 0 B o_s -2 g _21_
ISR Y
— TR R T T )
000710 PRl S T T
0000 1 ¥ @t K
R e i1

Asi que A es invertible y:

4
f_i _1%% _% ﬁs _2% 28 -6 —-20 4 -—-12
-2 ¥ -5 5T = -12 12 -4 -8 2

. - ST Y S U

AT = 11 1 11 11 11 o 2 2 14 6 4
g Y 3 6 1 H 2 9 3 —6 —4
O T ST % 10 -
4 4 16 w0 _38 4 -4 16 10 -8

DEFINICION 3.19 (Matrices transpuestas). La transpuesta de una matriz A de
n X m es una matriz de m x n la cual se obtiene colocando los renglones de A como
columnas. Esta matriz serd denotada por At.

Se puede demostrar que el determinante de una matriz de n x n es igual al determi-
nante de su transpuesta, asf que la matriz es invertible si y sélo si lo es su transpuesta.

Recuérdese que un vector x € R” se representa mediante una matriz de una columna.
: ) ) 2
Por lo tanto z' es una matriz de un renglén. Ademsds, ||z||” = z'x.
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DEFINICION 3.20 (Matrices simétricas). Diremos que una matriz A es simétrica
si At = A.

DEFINICION 3.21 (Matrices ortogonales). Diremos que una matriz A, de n X n,
es ortogonal si A'A = 1,,.

Por el Corolario 3.17, si A es ortogonal, entonces A es invertible y A=t = A?. De aquf
se sigue a su vez que A es ortogonal si y sélo si su transpuesta es ortogonal.

DEFINICION 3.22 (Formas cuadréaticas n-dimensionales). Se dice que una fun-
cion F : R" — R es una forma cuadrdtica si tiene la forma:

F(ry,...,2,) = Z{i,je{l,...,n}:igj} (yj il j
en donde los coeficientes a;; son constantes.

DEFINICION 3.23 (Formas cuadraticas n-dimensionales definidas positivas).
Se dice que una forma cuadrdtica F : R™ — R es definida positiva si F(x) > 0 para
cualquier vector x # 0.

Una manera, conocida como el método de Lagrange, para investigar si una forma
cuadrdtica es definida positiva consiste en ir completando cuadrados para expresarla
como suma de cuadrados.

EJEMPLO 3.24. Consideremos la forma cuadrdtica F : R® — R definida por:
F(ZEh To,T3, T4, ZE5) = ZL’% + 2[)’2% + 3[@21 + Jf% + 21’11‘2 — 13 — 2[1711’4 + Toxy — 21’31‘5

Lo primero que podemos observar es que los coeficientes de los términos al cuadrado
son mo mnegativos; si alguno de ellos fuera megativo, la forma cuadrdtica no seria
definida positiva pues, haciendo cero las otras coordenadas, podriamos encontrar un
vector distinto de cero para el cual la forma cuadrdtica seria negativa.

En seguida podemos analizar cdmo es la forma cuadrdtica en cada pareja de variables
cuyo producto aparezca en la forma cuadrdtica; en este caso tenemos las siguientes:

Fy (21, 20) = 2% 4 222 + 22125 = (21 + ) + 2
Fy(x1,23) = 2% — 223 = (21 — %13)2 — 1}
Fy(xy,m4) = 22 4 322 — 2my24 = (21 — 14)° + 222
Fy(a, x4) = 203 + 303 + 2ow4 = 2 (22 + a:4)2 + g3
Fy(x3,25) = 22 — 2w325 = (15 — 23)° — 23
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De estas cinco formas cuadrdticas, Fy, F3 y Fy son definidas positivas ya que son no
negativas y se hacen cero unicamente cuando las dos variables son nulas. En cambio,
Iy y F5 no son definidas positivas pues, por ejemplo, para cualquier valor distinto
de cero de w3, tomando v, = %1’3 y r5 = w3, se tiene Fy(xy,x3) = —;111'3 <0y
F5<l’3,[1)5) = —l'g < 0.

Con esto es suficiente para concluir que la forma cuadrdtica F' no es definida positiva
pues si lo fuera, seria definida positiva en cualquier subconjunto de variables, haciendo
nulas las otras.

EJEMPLO 3.25. Consideremos la forma cuadrdtica F : R? +— R definida por:
F(x1, 29,73, T4, 75) = 23 + 222 + 23 + 1027 + 527

422129 — T1T3 — 2@1%4 + Ta2Tg + DT3T4 + 22375 + 102425
En este caso se tiene:

Fy(xy, 20) = 22 4 222 + 2w120 = (21 + 22)° + 23
Fy(wy,w3) = 2% + 23 — 1133 = (21 — %x3)2 + 223
Fy(x1,24) = 22 4 1022 — 23124 = (21 — 24)° + 922

Fy(wg, 14) = 2235 + 1022 + 2974 = 2 (xg + 411“)2 + %mi
F5(x3,x4) = 23 + 1023 + bazry = (3 + §x4)2 + Ba2
Fy(xs, x5) = 22 4 522 + 2x3x5 = (x5 + 5)° + 4a?
Fr(z4,75) = 1023 + 522 + 102425 = 10 (x4 + %x5)2 + gxg

Las siete formas cuadrdticas que se obtienen con cada pareja de variables cuyo pro-
ducto aparece en la forma cuadrdtica, son definidas positivas. Esto no contradice el
que F' sea definida positiva pero no es suficiente para mostrar que lo es.

FExpresemos entonces F', completa, como suma de cuadrados, lo cual se hace comple-
tando cuadrados en cada una de las variables:

F(x1, 9, 23,04, x5) = (23 + 220129 — 2123 — 27174)

+2:17§ + x% + 10@21 + 5x§ + 2214 + 02374 + 22375 + 102475

= (:c1 + X0 — %:1:’3 — :c4)2 — (33'2 — %.Tg — :C4)
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—|—2x§ + x§ + 10@21 + 595% + 2914 + D314 + 27375 + 102475
= (21 + 22 — 223 — 334)2 + (22 + 2913 + 37974)
+323 + dwgwy + 927 + 5ad + 2ws5 + 102425
= (o1 4+ — g — )" + (2 + e+ Jo)* = (b + B)?
+%x§ + 922 + 5m§ + 4dxsry + 22375 + 102475
= (21 + @2 — Swg — 24)" + (22 + Lag + 820)” + L (2 + gy + dugrs)
+20 22 + 522 + 103425
= (xl + 29 — %[L‘g - m4)2 + (mz + %I‘g + %m)z
+% (£3 + §$4 + 2x5)2 — % (gm + 2x5)2
—|—¥xi + 527 + 10x425
= (2= b =)+ (r2+ S+ 300)" 4 (a4 B+ 200)
+2 (23 + Dayws) + 3a
= (4= oy =) + (a4 Foa 300)* 4} o+ ok 20n)
+2 (24 + %935)2 -2 (%%)2 + 322
= (xl + x9 — %I’g — x4)2 + (xg + %xg + %x4)2 + % (xg + gx4 + 2x5)2
+2 (24 + %%)2 + 3t

Ast que F' es definida positiva pues es no negativa y se hace cero inicamente cuando
las 5 variables son nulas.

A

Si F(xy,x0,...,0,) = Z{i,je{l,2,...,n}:i§j} ¢;jx;x; es una forma cuadratica definida po-
sitiva entonces c¢; > 0y 4ccj; — cfj > 0 para cualquier pareja ,j. En efecto,
consideremos la forma cuadrética Fj; : R? — R definida por:

— 2 P 2
Fij(zi, x;) = ciix; + cijmixy + CjjT;

la cual es definida positiva, asi que, por la proposicién 3.7, se tiene:
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ci; > 0, Cjj > Oy 4Ciicjj — C%j >0

Iniciando el método de Lagrange, de completacién de cuadrados, se obtiene:

2
F(xl,..., ) < C11 +2f/1CnT )

2
— €12 . _Cin n 2 .
(2.71 et o xn) + D i Gty + Z{i,j6{2,...,n}:z‘<j} Cij il

2 2
012 “ e _Cin — n & 2 _ Cl’LCl] .
<v CuTi + 3 e L2 + t 5 xn) > i Tc1; Vi 22{1‘,]’6{2,...,11} 4<j} Acyy Tilj

n 2 .
D ima G + D i deta nyici) CiiTiT]

2
— (Vamm + 5%y e 5,

der1caa—c2y 2c11C025—C12€15
+ ( denn 1‘2 + Z{JE{?’ on}} 2c11 L2

C1iClj . .
+ 2008 G D jeqs, iy GBS~ 220 jeqs, nyics) ders i

2
:<\/C_11$1+2\C/1C21—1332+'-'+2\C/1% )

2
2
+ (—V 4011022_012I + 1 Ve 2c11co3— C12¢13 41 Vel 2c11¢an—C12C1n 4. >

2
2y/en 2 \/4611022—0%2 €11 2 \/4011622 3, ‘11
2
(1 Vel 2c11c23—C12C13 T3+ - 1 VEil 2cii1con—Cc12Cin T
2 \/4011022*6%2 ‘11 2 \/4611622*6%2 c11

C1iC15
+ Zz 3 Cm i + 2{1,36{3 anhii<j} CijLily — 2 Z{i,je{i& Sn}u<j} 4err TIen, Vil
o 2 2
= (anz1+ -+ am@n)” + (w2 + - - + agp,)” + - -
en donde ay; y age son positivos.

PROPOSICION 3.26. Una forma cuadrdtica F(z1,...,x,) = Z{we{l n}ui<i) CijTiT
es definida positiva si y sélo si el método de Lagrange, de completacion de cuadrados,
puede continuarse hasta obtener una expresion de la forma siguiente:

F(l‘l, e ,l’n) = (allarl + -4 aln:vn)2 + (QQQZBQ + -+ agnﬂjn)2

2
+ o+ (a(n—l)(n—l)xn—l + a(n_l)nl’n) + (annIn)2

en donde aj; > 0 para cualquier j € {1,...,n}.
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Demostracion

Supongamos primero que el método de Lagrange, de completacién de cuadrados,
puede continuarse hasta obtener una expresién de la forma:

F(a:l, e ,SL’n) = (anxl + -+ a1n$n)2 + (&22332 + -+ agnxn)Q

2
4.+ (a(n71)(n71)xn—1 + a(n,l)nxn) + (ann$n)2

en donde aj; > 0 para cualquier j € {1,...,n}.

Se tiene F'(z1,...,x,) > 0 para cualquier vector (z1,...,x,) € R".

Ademsds, si F(x1,...,x,) = 0 entonces todos los términos de la sumatoria son 0, es
decir:

ApnTy = 0

A(n—1)(n—1)Tn—1 + A(n—1)nTn = 0

AooXo + - + Aopxy, =0

anxy + ajpxa + -+ apr, =0

Asi que entonces, x,, = T,_1 = -+ = x5 = 11 = 0.
Por lo tanto, F' es definida positiva.

Supongamos ahora que F' es definida positiva.

Primero demostraremos que, completando cuadrados, F' puede llevarse siempre a la
forma siguiente:

F(xy,...,z,) = (a101 + -+ + Glnffn)2 + (agxe + -+ + (l2n$n)2

2
+ (CL33.§C3 +oeee a3nxn)2 +--E (a(n—l)(n—l)xnfl + a(n—l)nxn) + (annwn)Q

en donde aj; > 0 para cualquier j € {1,...,n}.

En efecto, supongamos que después de m — 1 cuadrados ya no hay términos conte-
niendo 22, , entonces consideremos la forma cuadratica que se obtiene de F aplicandola
a un vector cuyas coordenadas, después de la m-ésima, son cero. Esta nueva forma
cuadrética, F,(z1,...,Tn), sigue siendo definida positiva y se tiene:



108 3. DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIADA
2 2
Fo(zy, ... xm) = (a2 + -+ + a1m@m)” + (a2022 + -+ + G2m®im)

= (a(m—)(m—l)xm—l + a(m—l)m$m>2

Consideremos un vector con coordenada x,, = 1. Las primeras m — 1 coordenadas de
ese vector pueden tomarse de tal forma que los m cuadrados de la sumatoria sean 0,
asi que se tendria F'(z1,...,2,_1,1) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
el proceso de completacién de cuadrados contintia hasta obtenerse una expresién de
la forma:

F(l’l, e ,.I'n) = (CL11331 + a19x2 + -+ - + a1n$n)2 + (aggl'z + -+ G2n$n)2

2
= (a(nfl)(nfl)xn—l + a(nfl)nl‘n) + (annxn)2

en donde a;; # 0 para cualquier j € {1,...,n}.
a;; puede hacerse positivo ya que se encuentra dentro de una expresién al cuadrado.

Ahora demostraremos que todos los signos de la suma de cuadrados son positivos. En
efecto, supongamos que el m-ésimo término de esta suma de cuadrados es el primero
con signo negativo, entonces consideremos la forma cuadrética que se obtiene de F
aplicdndola a un vector cuyas coordenadas, después de la m-ésima, son cero. Esta
nueva forma cuadratica, F,,(z1,...,Z,,), sigue siendo definida positiva y se tiene:

Fo(xy,...,2m) = (annw1 + a1oxe + - - + a1m$m)2 + (agera + - + agml“m)Q

2

+ o+ (a(m—)(m—l)xm—l + a(m_l)mxm) - (ammmm)Q

Consideremos un vector con coordenada x,, = 1. Las primeras m — 1 coordenadas de
ese vector pueden tomarse de tal forma que los primeros m — 1 cuadrados de la suma-
toria sean 0, asi que se tendria F(xy,...,Zm,-1,1) <0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, no existe ningtin término con signo negativo en la sumatoria.

Se tiene entonces:

F(zy,...,x,) = (@121 + @122 + -+ + a1n$n)2 + (agewg + -+ + a2n$n)2
2

+---+ (a(n—l)(n—l)mnfl + a(n—l)nxn) + (annxn>2

en donde a;; > 0 para cualquier j € {1,...,n}.

DEFINICION 3.27 (Matriz asociada a una forma cuadrética). Si F': R" — R es
una forma cuadrdtica dada por:
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F(@1,. ., T0) = Do jeqt,. nyici) GiTils,
1 1
an 5012 ?aln
1
5012  A22 T 502p
. . 2 2
entonces la matriz () definida por QQ = . :
1 1
§a1n §a2n Tt Opp

es llamada la matriz asociada a la forma cuadrdtica F .

Obsérvese que la matriz () asociada a una forma cuadratica F' : R" — R es simétrica
y satisface la relacién F(z) = (Qz) -z = 2'Qx

Obsérvese también que si () es una matriz simétrica arbitraria, entonces la funcién
F : R™ — R definida por F(z) = 2'Qx es una forma cuadratica.

DEFINICION 3.28 (Matrices definidas positivas). Se dice que una matriz simétrica
de n X n es definida positiva si su forma cuadrdtica asociada es definida positiva.

PROPOSICION 3.29. Sea A una matriz de nxn invertible, entonces la matriz Q = AA?
es simétrica y definida positiva

Demostracién
Qt = (AAY) = AA' = ), asi que ) es simétrica.
r'Qu = 2" AAx = (Alz)'(Afat) = (A'z) - (Afx) > 0

Ademds, como A es invertible, Az = 0 si y s6lo si x = 0.
]

COROLARIO 3.30. Sea A una matriz de n x n invertible, entonces la matriz Q = A'A
es simétrica y definida positiva.

PROPOSICION 3.31. Sea A una matriz de nxn tal que la matriz Q = A'A es simétrica
y definida positiva, entonces A es invertible.

Demostracion

Sea F' la forma cuadrética definida por ) y x € R™ distinto de 0, entonces:
|Az||* = (Az) - (Az) = (Az)'(Az) = 2! A'Az = 2'Qx = F(x) > 0

Por lo tanto, Ax # 0.

Es decir, no existe ningtin vector = € R”, distinto de 0, tal que Ax = 0. Asfi que, por

la proposicién 3.16, A es invertible. .
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COROLARIO 3.32. Sea A una matriz de n x n tal que la matriz Q = AA® es simétrica
y definida positiva, entonces A es invertible.

Combinando las proposiciones 3.29 y 3.31, asi como sus corolarios, se tienen los si-
guientes resultados:

PROPOSICION 3.33. Sea A una matriz de n x n, entonces la matriz Q = AA! es
simétrica y definida positiva si y sélo si A es invertible.

COROLARIO 3.34. Sea A wuna matriz de n x n, entonces la matriz Q = A'A es
simétrica y definida positiva si y sélo si A es invertible.

Por otra parte, la proposicién 3.26 nos lleva al siguiente resultado:

PrROPOSICION 3.35. Sea Q) una matriz simétrica de n X n, entonces () es definida
positiva si y sélo si existe una matriz invertible B triangular superior tal que B'B = Q.

Demostraciéon

Si existe una matriz invertible B triangular superior tal que B'B = (), entonces de
la proposicién 3.29 se sigue que () es definida positiva.

Supongamos ahora que () es definida positiva y consideremos la forma cuadrética que
define:

oty — N 202 .
F(zy,...,2,) =2'Qx =), cizi + Z{i,je{l7...,n}:i<j} 2¢ijx7;
T
T2
en donde xz =
xn
De acuerdo con la proposicion 3.26, F' puede expresarse de la siguiente manera:

F(Z‘l, e ,$n) = (a11$1 + a12%2 + -+ a1n$n)2 + (GQQZ’Q + -+ a2n$n)2

2
+ ..+ (a(nfl)(nfl)l‘n—l + a(nfl)nxn> + ((lnnxn)Q

en donde a;; > 0 para cualquier j € {1,...,n}.
aix G2 - Ai(n-1) Q1n
0 ax - am-) a2n,

Sea B = : :
0 0 - am-1)(n-1) An-1)n

o o0 -0 (nn
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entonces:
F(z1,...,2,) = (Bzx)-(Bzx) =2'(B'B)z

Por lo tanto BB = (), la cual es una matriz simétrica y definida positiva, asf que B
es invertible.

Combinando este tiltimo resultado con los anteriores, se tiene la siguiente proposicién:

PrOPOSICION 3.36. Una matriz simétrica ) es definida positiva si y solo si existe
una matriz A invertible tal que Q = A'A.

COROLARIO 3.37. Una matriz simétrica QQ es definida positiva si y sdlo si existe una
matriz A invertible tal que Q = AA?.

COROLARIO 3.38. Sea () una matriz simétrica y definida positiva. Entonces Q) es
invertible y su inversa es simétrica y definida positiva

Demostracion

Por la proposicién 3.36, existe una matriz invertible A tal que Q = A'A, asi que Q
es invertible. Ademds, Q1 = A1 (A"~ = A1 (A~1)", asf que, por la proposicién
3.29, Q! es simétrica y definida positiva.

Recordemos que la forma cuadrética F' que define una matriz simétrica () estd dada
por F(z) = 2'Qx. Asi que si QQ = A'A, entonces:

F(z) = 2' At Az = (Az) - (Az) = || As|]?

Es decir, se tienen los siguientes resultados:

PrOPOSICION 3.39. Una forma cuadrdtica F' : R" — R es definida positiva si y sélo
si existe una matriz invertible A de n x n tal que F(z) = ||Az||* para todo = € R".

PROPOSICION 3.40. Sea A una matriz de n X n, entonces la forma cuadrdtica F :
R™ +— R definida por F(x) = HAxH2 es definida positiva si y solo si A es invertible.

3.2.1. Valores y vectores propios de matrices simétricas.

PROPOSICION 3.41. Sea A una matriz simétrica de n X n, entonces existe un nimero
real o y un vector v € R™, de norma 1, tal que Ax = ax.

Demostracion

Por el teorema fundamental del dlgebra, el polinomio en la variable compleja z, P(z) =
|A — z1,], tiene por lo menos una raiz, es decir, existe un nimero complejo z = a+ i
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tal que |A — zI| = 0. El conjugado de z, Z = a — i es entonces también raiz del
mismo polinomio. Sea B = (A — zI)(A — zI) = A% — 2aA + (a® + %), entonces,
como el determinante de B es nulo, existe un vector distinto de cero y € R" tal que
By = 0. Entonces, definiendo = = g7, se tiene Bz =0, [lzf| = 1y:

0 = 2'Br = 2'A%r — 2aa' Az + (o + 3)ztz
= ot At Ax — axt Atz — axt Az + o? + 2

= (2t A' — azt)(Az — ax) + 52

= (Az — ax)'(Az — ax) + 3

= || Az — az|® +

Asique, 6 =0y Ax — ax = 0.

PROPOSICION 3.42. Sea () una matriz simétrica de n X n, entonces existe un niimero
real o y una matriz ortogonal P tal que P'QP tiene la forma:

01(n—
Pt P — 07 1(n 1)
Q < O(n—l)l Ql

en donde Q' es una matriz de (n — 1) X (n — 1) simétrica.

Demostracion
Sea a € Ry x € R", de norma 1, tal que Qz = ax.

Sean x1,...,x, las coordenadas de x. Como z # 0, por lo menos una de sus coor-
denadas es distinta de cero; supongamos x; # 0. Entonces, para k € {1,...,7 — 1},
sea wy, el vector de R™ cuya k-ésima coordenada es 1 y todas las deméds son cero y,
para k € {j,...,n — 1}, sea wy, el vector de R" cuya (k + 1)-ésima coordenada es 1y
todas las demds son cero.

Obviamente, los vectores wy, ..., w,_1; son linealmente independientes. Ademds, si
Ao, - -5 Ap—1 son tales que Aox + -+ + A\,_jw,—1 = 0 entonces, \gz; = 0, asi que
Ao = 0. Por lo tanto, como wy, ..., w,_1 son linealmente independientes, también se
tiene Ay = ... = \,_1 = 0. Es decir, los vectores z,wy,...,w,_1 son linealmente
independientes.

Siguiendo el procedimiento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, definamos v, = x
y, para k € {2,...n}:
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k-1 1
Vg = W1 — Zi:l ||v¢||§ (UZ' ' wkfl)vi

Entonces v; # 0y si vy = wy — (v1-wy)vy = 0, x y w; serian linealmente dependientes,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, vy # 0.

Adema3s:
V1V =71 (w1 — ('U1 . U)l)'l}l) = (’U1 . wl) — (Ul ~w1) =0

Asi que v y v9 son ortogonales.

Supongamos ahora que vy, ..., v, son todos distintos de cero y ortogonales por pare-

jas. Entonces vy, 11 = Wy, — > iry W(UZ - Wy, )v; estd bien definido y si v, 11 = 0, los
1

vectores =, wy, ..., w,, serfan linealmente dependientes, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, v,,+1 # 0.

Ademss, si k € {1,...,m}, se tiene:
Vg * Vg1 = U - <wm > W(U’ . wm)v,)
= (Vg " W) — vk - (ZZ; oz (0 wm)vz’)

= (vk ’ wm) - Zznll HU;F (Ui ) wm)(vi ’ Uk)

= (Vg - W) — W(Uk Wy, ) (Vg - vg) =0

Asi que vy y v, 11 son ortogonales.

Por lo tanto, vy, ..., v, estdn bien definidos, todos son distintos de cero y son ortogo-
nales.
Para k € {1,...,n}, sea u;, = 2, entonces los vectores uy, . .., u, son ortogonales y

Ak
de norma 1.

Sea P la matriz cuyas columnas son los vectores uq,...,u,. Obviamente, P es una
matriz ortogonal y su primera columna estd formada por las coordenadas de x, asf
que tiene la forma siguiente:

T1 P12 DPin
To P22 ' Don

Tn Pn2 *°° DPnn
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Ademds, como Qx = ax, P'QP tiene la forma siguiente:

a Si2 +c Sin
S22 1 Sop

P'QP =
0 Sn2 .. Sn

Pero (P'QP)! = P'Q'P = P'QP, asi que P'QP es simétrica. Por lo tanto, tiene la
forma:

a 0 o 0
PtQP: S22 1 Sop
0 Spa -+ Sp
y la matriz:
S22 1 Sop
Q =
Sp2 t Sp

es simétrica.

PROPOSICION 3.43. Sea Q una matriz simétrica de n X n, entonces existen n nimeros
reales o, . .., qn, y una matriz ortogonal P tal que P'QP = Do, o an-

Demostracion

Por la proposicién 3.42, existe a; € R y una matriz ortogonal P; tal que P{QP; tiene
la forma:

¢ _ ([ o O1(n-1)
PP = ( Om-11 @1 )

en donde )y es una matriz de (n — 1) x (n — 1) simétrica.

Consideremos ahora k € {1,...,n — 2} y supongamos que existen k& nimeros reales
a1, ...,qr y una matriz ortogonal Py, tal que P{QP; tiene la forma:
D Ok(n—%
PtOP. — AL yeeny QU (n—k)
w@h ( Om—rye  Qk

en donde @, es una matriz de (n — k) x (n — k) simétrica.
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Nuevamente por la proposicién 3.42, existe a1 € R y una matriz ortogonal R, de
(n—k) X (n— k), tal que R'QxR tiene la forma:

O1(n—k—
R'O.R — A1 1(n—k—1)
@ ( On—k-1)1 Q41

en donde Qg1 es una matriz de (n — k — 1) x (n — k — 1) simétrica.

Definamos:

I Ok (n—r)
S =
( Oy R

Entonces:

I Ox(r— I Ox(r—
gtg_ ( 1k k(n—F) k k(n—k)
< Om—rye R Opn—ryp R

_( 1k Okn—k) \ _ ( I Ok(n—k) 7
On—ryy R'R Om—rk  In—r "

Asf que S es ortogonal y, por lo tanto, Py.1 = PS también es ortogonal. Ademas:

P/§+1ka+1 = Stpkt:QPkS

_( Ik Ok (n—k) Day...oor Ok(n—r) I Ok(n—k)
On—ryr R Om-ryr @k On—rye I

_ Ik Ok(nfk) Dal ..... ag Ok(nfk)
On—ryr R Om—ryp QiR

_ Da1 ..... ag Ok(nfk) _ Da1 ..... gt O(kJrl)(nfkfl)

On-rye  R'QrR On—r-1)(k+1) Qrt1
Asi que, para cualquier m € {1,...,n — 1}, existen m numeros reales ay,...,q, y
una matriz ortogonal P, tal que P! QP,, tiene la forma:

t —
en donde @), es una matriz de (n —m) x (n —m) simétrica.

En particular, para m = n—1, existen n — 1 nimeros reales aq, ..., a,_1 y una matriz
ortogonal P tal que P!QP tiene la forma:
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D Ofn_
Pt P = Q1,02,...,0n—1 (n—1)1
Q < 01(”_1) Qn—l

en donde (),,_1 es una matriz de 1 x 1 simétrica, es decir, (,,_; tiene un inico elemento
. Ast que, P'QP = Da,, . a,-

Sea () una matriz simétrica de n X n, y P una matriz ortogonal tal que P'QP =
D.,...a,, endonde a, . .., o, son nimeros reales. Se tiene entonces QP = PD,, ., -
Sea xy, el vector que forma la k-ésima columna de P. Entonces (x forma la k-ésima
columna de PD,, . . q,; pero, la k-ésima columna de PD,,, . ., estd dada por el vector
axxy. Por lo tanto, se tiene, Q) = agxy y, como x # 0, el determinante |Q) — o 1,|
es nulo. Es decir, a,...,a, son raices del polinomio en z, |Q — zI,| y, para cada
ke {1,...,n}, la k-ésima columna de P estd formada por un vector x); de norma 1
tal que Qx, = agx). En otras palabras, se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 3.44. Sea () una matriz simétrica de n X n, entonces existen n niumeros
reales oy, ..., a, y n vectores de norma 1, x1,...,x,, ortogonales entre si, tales que
aq, ..., ap son raices del polinomio p(z) = |Q — zI| y, para i € {1,...,n}, Q(x;) =
a;x;. Ademds, si P es la matriz cuyas columnas estdn formadas por los vectores
T1,...,%,, entonces P es ortogonal y satisface la relacion P'QP = D, ., -

En la terminologfa del Algebra Lineal, si @ es una matriz de n x n,el polinomio p(z) =
|@Q — zI,| es llamado el polinomio caracteristico de (). También, si @ es un nimero
real o complejo para el cual existe un vector z € R" tal que Q(x) = aux, entonces « es
llamado un valor propio de () y se dice que z es un vector propio correspondiente
a .

También se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.45. Sean a y 3 dos valores propios distintos de la matriz simétrica
Q) y sean x,y vectores propios correspondientes a « y 3, respectivamente, entonces x
y y son ortogonales.

Demostraciéon

Como a # f3, por lo menos uno de ellos es distinto de 0. Supongamos o # 0.
Entonces:

afz -y = (ax) - (By) = (Qr) - (Qy) = ¥'Q'Qz = y'Q*x
=1'Q (Qr) = y'Q (ax) = ay'Q (z) = ®y'z = *x - y

Asi que:
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a(f-—a)z-y=0

Por lo tanto, x - y = 0, asf que x y y son ortogonales.

9 5 3 3
EJEMPLO 3.46. Sea Q = g :; _65 _05
3 =5 0 6

El determinante |Q — zI4| estda dado por:
p(2) = 24 — 142% — 9622 + 20162 — 6912
Las raices de este polinomio son p; = —12, py =6, p3 =8 y p, = 12.

Sea p una de las raices de p. Para obtener un vector propio asociado a p, se tiene
que resolver el sistema de ecuaciones Qr = px cuya matriz estd dada por:

9-p 5 3 3
5 —7-p -5 -5
3 5 6-p O
3 -5 0 6—p

la cual se puede llevar a su forma escalonada reducida de la siguiente manera:

5 —p—T7 -5 -5

[ 9-» 5 3 3
3 -5 6-—p 0
3 -5 0 6-—0p
5 —p—T -5 -5
| 0 —p*+2p+88 —5p+60 —5p+60
0 3p—4 —5p + 45 15
0 3p—4 15 —5p + 45
5 —p—T -5 -5
| 0 —p*+2p+88 —5p+60 —5p+60
0 3p—4 —5p + 45 15
0 0 p—6 —p+6
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5 —p—T -5 -5
N 0 3p—4 —5p + 45 15
0 0 p—06 —p+6
0 —p>+2p+8 —5p+60 —5p+ 60
5 —p—T -5 -9
0 3p—4 —5p + 45 15
/10 0 p—6 —p+6
—p3+8p%+110p—840 17p—156
0 0 £ ”3p_4 £ 2 3’;_4
5 —p—T -5 —5
0 3p—14 —5p + 45 15
— 0 0 —p3+8p%+110p—840 34p—312
3p—4 3p—4
0 0 p—6 —(p—6)
5 —p—T -5 -5
0 3p—14 —5p + 45 15
— 0 0 —p3+8p%+110p—840 34p—312
3p—4 3p—4
0 0 (p+12)(p—6)(p—8)(p—12)
—p3+8p2+110p—840
Lo e
p— p—
0 3p—4 —5p +45 15
- 0 0 —p34+8p2+110p—840  34p—312
3p—4 3p—4
0 0 0 0
—p*—p+67 25
10 = gy
0 3p—4 —bp+45 15
- 0 0 1 34p—312
—p34+8p2+110p—840
0 0 0 0
(p—6)(3p—4)
—p34+8p2+110p—840
5(p—6)(p—12)
—

—p3+8p2+110p—840
r 34‘;—312‘)

—p3+8p2+110p—840

0

O O =
S = O
o = O O

o
o

Por lo tanto, una solucion estd dada por el vector:
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—(p=6)(3p—14)
5(p—6)(p—12)
—34p + 312
—p® + 8p? + 110p — 840

Asi que 4 wvectores propios, correspondientes a los valores propios —12, 6, 8 y 12,
estdn dados, respectivamente, por:

—720 —§V3
2160 | 3V3
20 | = 14403 13
720 13
0 0
0 0
108 | 108+/2 V2
~108 —1v2
—40 —%
—40 | ~1
g0 | =% %
40 3
~192 ;V6
0 0
o5 | = —96/6 WG
—96 V6

Entonces, una matriz ortogonal P tal que P'QP = D, , .. ,. esti dada por:

-3 0 -1 L6
P = %\/g 10 _1% 10
NN I
V3 —3v2 3 Ve

lo cual se puede verificar directamente:

2v/3 0 -4 46

OP — —-6v3 0 -4 0
1 —2v3 3vV2 4 26
—2v/3 =3v2 4 26
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—-12 0 0 O
0 6 0 O

¢ _
PepP = 0 08 O
0 0 0 12

A

En general, para encontrar una matriz ortogonal P tal que P'QP = D,, _,,, en
donde () es una matriz simétrica de n X n, primero se encuentran los valores propios
de @, es decir, las raices del polinomio p(z) = |Q — zI,,|. Después se encuentran vec-
tores propios correspondientes a los valores propios encontrados. Sabemos que si dos
valores propios son distintos entonces dos vectores propios correspondientes, respec-
tivamente, a esos valores propios, son ortogonales; pero si p(z) tiene alguna raiz o de
multiplicidad k, en donde k£ > 1, entonces k vectores propios correspondientes a «, no
necesariamente son ortogonales, incluso cuando son linealmente independientes. En
ese caso, se encuentran k vectores propios linealmente independientes correspondien-
tes a a y se aplica a esos vectores el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidst.

5 -1 -1 1
-1 5 1 -1
-1 1 5 -1
1 -1 -1 5

EJEMPLO 3.47. Sea Q = 1

El determinante |QQ — z14| estd dado por:
A58 4922 -T2 4+2=(2-2)(2—1)°

Para obtener un wvector propio asociado al valor propio 1, se tiene que resolver el
sistema de ecuaciones Qr = x cuya matriz estd dada por:

5 1
4 1 4

1 1
1 1
1 —
-1

[y

1

NS
=
| w1

NN
S

> Ot
NN

IS

1 1 1
1 4 1

la cual tiene la siguiente forma escalonada reducida:

1 -1

o O O
OOO'
CDCDO'
o O O

Por lo tanto, hay tres soluciones linealmente independientes, dadas por los vectores:
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—1

w; = , Wo = , W3 =

SO = =
O = O
= o O

Para obtener un wvector propio asoctado al valor propio 2, resolvamos el sistema de
ecuaciones Qr = 2x cuya matriz estd dada por:

1 1
4 4

Por lo tanto, una solucion estd dada por el vector:

1
-1
-1

1

Wy =

wy es ortogonal a wy, we Yy w3 ya que corresponden a distintos valores propios, pero
wy, Wwe Y w3 no son ortogonales. Entonces, para obtener 3 vectores propios correspon-
dientes al valor propio 1, aplicaremos el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
a wi, Wy, Ws.

Sean:

V1 = W =

(el enll

| N |
N =

o 1 _ 1 _
vy = wy — 5 (W - V1)V = Wy — 5V =

O =
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W=

vgzwg—%(wg-vl)vl—%(wg-vg)vgzwg—i-%vl—i-%vg:

— W=

Los vectores v1, vy y v3 son ortogonales y, por ser combinaciones lineales de wy, wo
y w3, son también vectores propios correspondientes al valor propio 1. Asi que una
matriz ortogonal P tal que P'QP = D111 estd dada por:

PRI
po| B2 e B G
0 V6 V3 -1
N VeI

PrOPOSICION 3.48. Una matriz QQ, de n X n, es simétrica y definida positiva si y sélo
st existen n numeros reales positivos o, Qi . .., oy Y una matriz ortogonal P tal que
P'QP = Da, a5,....an-

Demostraciéon

Supongamos primero que existen n nimeros reales positivos aj, ..., @, y una matriz
ortogonal P tal que P'QP = Dg, ay...a,- Entonces Q = PD,, ., P, por lo tanto
Q' = PD,,... o, P = Q, asi que Q es simétrica. Ademads, D,, .., es definida positiva,
asf que, si z # 0:

2'Qx = 2'PD,, . o, P'v = (P'2)' Dy, .. o, (P'z) >0
Por lo tanto, () es definida positiva.
Supongamos ahora que () es simétrica y definida positiva.

Por la proposicién 3.43, existen n nimeros reales aq, ..., a, y una matriz ortogonal
P tal que P'QP = D,, .. a,-

Para cada k € {1,...,n}, sea xj el vector que forma la k-ésima columna de P y wy
el vector de R"™ cuya k-ésima coordenada es 1 y todas las deméds son cero. Entonces,
como P es invertible, Pw; # 0y como @ es definida positiva, (Pwy)'Q(Pwy) > 0.
Por lo tanto:

ar = whagwy = Wi Dy, . a, Wi = WL P'QPwy, = (Pwy,)'Q(Pwy) > 0

COROLARIO 3.49. Una matriz simétrica Q) es definida positiva si y sélo si sus valores
Propios son positivos.
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1m 9 0 0
EJEMPLO 3.50. Sea Q = g 101 8 —02
0 0 -2 6

El determinante |Q — z1I,,| estd dado por:
p(z) = 2% — 3723 + 42022 — 1700z + 2000

Las raices de este polinomio son p; = 2, py = 5, ps = 10,y p, = 20, asi que Q) es
definida positiva.

Sea p una de las raices de p. Para obtener un vector propio asociado a p, se tiene
que resolver el sistema de ecuaciones Qr = px cuya matriz estd dada por:

11—p 9 0 0
9 1l-—p 0 0
0 0 9-—p -2
0 0 —2 6—p

la cual se puede llevar a su forma escalonada reducida de la siguiente manera:

9 1l-p 0 0

| n=p 9 0 0
0 0 9-—p =2
0 0 —2 6-—p
9 1l1-p 0 0
0 — (P—Q)éP—QO) 0 0
—
0 0 9—p -2
0 0 —2 6-—p
9 11—p 0 0
0 (p—=2)(p—20) 0 0
| o 0 —2 6—p
0 0 9—p -2
1 b 0 0
| O (p=2)(p—20) O 0
0 0 1 26
0 0 0 (p—5)(p—10)

Ast que, para p =2 o p =20, se obtiene la matriz:
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— —p+1

1 =220 0 1 =20 0
0o 0 00|__[O0O 0 10
0 0 10 0 0 01
0 0 01 0 0 00

Por lo tanto, en este caso, una solucion estda dada por el vector:

p—11

9
1
0
0

Es decir, dos vectores propios correspondientes a p = 2 y p = 20 estdn dados, respec-
tivamente, por:

—1

S O =
<
SO ==

para p =5 o p = 10, se obtiene la matriz:

100 0
010 0
001 &°
000 O

Por lo tanto, en este caso, una solucion estda dada por el vector:

Es decir, dos vectores propios correspondientes a p =15 y p = 10 estdan dados, respec-
tivamente, por:

0 0
0o, ] 0
1

1 —2
1 1

Asi que una matriz ortogonal P tal que P'QP = D, ,, ,. ,. estd dada por:
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N[0 =

= =%

0

0
2.5

V5

S%e°

arNoot|
o=

A

Las matrices simétricas y definidas positivas tienen propiedades similares a las de
los mimeros reales positivos. Un ejemplo de ello es la siguiente proposicion, la cual
establece una de sus principales propiedades.

PROPOSICION 3.51. Sea Q una matriz simétrica y definida positiva, entonces existe
una matriz B, invertible, simétrica y definida positiva tal que (Q = B2.

Demostracion

Por la proposicién 3.48, si () es de n X n, existen n nimeros reales positivos aq, ..., a,
y una matriz ortogonal P tal que P'‘QP = Dy, a,-

Sea D la matriz diagonal formada por las raices positivas de aq,...,«a,, es decir,

o, y definamos B = PDP?!. Entonces:

-----

B?=PDP'PDP' = PD?P' = PD,,. ,P'=Q

EJjeEMPLO 3.52. Sea Q =

WIHFW (W= =
OID g | 2001
o
© O |0 =
I%l,_\ | |
OO | URO [ | =

El determinante |Q — zI4| esta dado por:
p(z) =24 — U234 55,2 320, 4 1.

Las raices py, py, ps y py de p pueden estimarse mediante algin método numérico,
obteniéndose:

p1 ~ 0.69894458127259582741
Py ~ 0.71972257623022239805
ps ~ 0.81809269002976566574
Py~ 2.4299068191340827755

Ast que QQ es definida positiva.
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Sea p una de las raices de p. Para obtener un vector propio asociado a p, se tiene
que resolver el sistema de ecuaciones Qr = px cuya matriz estd dada por:

|
A

W0 =0 =
@Iml%lgwh—l
e}
© O |00 | =
I%lH | |
o)
WO | URO [0 | =

—p

la cual, al reducirla, siguiendo el método de Gauss-Jordan, puede llevarse a la forma
siguiente:

L 10 4 4
3 9 9 9
2 7
N B SV Rl o
0 0 0 1 729p*—3402p%+5175p2—3247p+729
27 (2-3p)*
L 10 4 4
3 9 9 9
2 7
B B L Tl
0 0 —24+p I—p
0 0 0
1 729p3—2673p>+2745p—862
1 00 5 G- 27
_ 181p2—135p+55
. 1010 9—1(39p127>2
0 01 —§L3p_2
000 0

Por lo tanto, una solucion estd dada por el vector:

1 729p3—2673p%42745p—862
27 (30—2)°
181p2—135p+55
w = 9 3,—2)2
5
3 3p—2

1

Ast que, una matriz ortogonal P tal que P'QP = D, , .. ,. estd dada por:

—.3113471995  .5625057937 —.6688159463 .3732765507
6566290227  —.4280070195 —.401000884  .474179933
—.6357260432 —.5221760344  .161054579  .5452027235
2602953051  .4772100297 604933834  .5818693995

P~
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Por lo tanto, una matriz B, invertible, simétrica y definida positiva tal que Q = B>
estd dada por:

9712632179 .1433231007 .1360982808 .1326028212
1433231008 1.011812765 .1851937348 .1802992213
1360982808 .1851937348 1.056013705 .2328901348
1326028211 .1802992212 2328901349 1.108604619

B = PVDP! =

3.3. Distribucién normal multivariada

Si la pareja de variables aleatorias X, Y tiene distribucién normal bivariada, existen
dos variables aleatorias independientes, U, V', con distribuciéon normal estdandar, tales
que X =aU+bV+pu, yY =cU~+dV + sy, endonde a, b, ¢, d, p11 y 115 sSon constantes
tales que ad—bc # 0. Esta propiedad puede expresarse diciendo que existe una matriz

invertible A = ( @b > y un vector p = ( H ) tales que:
c d Ho

X U
(¥)-(t)
Esta forma de expresar la propiedad que caracteriza a una distribucién normal biva-

riada permite extender la definicién al caso de tres o méds variables aleatorias.

DEFINICION 3.53 (Distribucién normal multivariada). Se dice que la familia de

variables aleatorias X1, ..., X, tiene distribucion normal multivariada si existen n va-
riables aleatorias independientes Uy, ..., U,, todas con distribucion normal estdndar,
una matriz de n X n invertible A y un vector n-dimensional i tales que X = AU + p,
X U,
X5 U,
en donde X = . yU = .
X, U,
PrOPOSICION 3.54. Supongamos que la familia de variables aleatorias Xy, ..., X,

tiene distribucion normal multivariada y sean A, U y i tales que X = AU + p, de
acuerdo con la definicion 3.53, entonces p y C = AA! son el vector de esperanzas y
la matriz de covarianzas, respectivamente, de X1, ..., X,.

Demostracién
Sean A = (a;j) y C = (¢;5), entonces X; = >0, aiUy + p;, asi que E[X;] = p; y

E[(Xi — p)(X5 = )] = B[y anli) oy anUn)] = 25y inajp = cij.
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PROPOSICION 3.55. Supongamos que la familia de variables aleatorias Xi,...,X,
tiene distribucion normal multivariada y sean A, U y u tales que X = AU + p,
de acuerdo con la definicion 3.53, entonces una funcion de densidad conjunta de
Xiq,..., X, estd dada por:

I[x1.%0,..x,(x) = <”\/207r>1n| exp {—%C*l(x —p) - (z — M)}

en donde C' = AA?.
Demostraciéon

Para encontrar una funcién de densidad conjunta de Xi,...,X,, consideremos la
transformacion * = Au + p, la cual tiene como inversa a u = A~'(z — u), cuyo
jacobiano estd dado por |A7!|, de manera que:

fxix (@) = [A7H for,.v, (AHz — )

_ E/\/lﬁ_;exp{—-/l —p) A7 (@ = )}

_ (J%)J exp { YA @ - )] AN (@ - /~b>}

__<¢;yump{_-ap—uy@y*VA—%x—wo}

_ W'i)l exp {4 (x — p) (A") A (2 — )}
|a-1|

Lexp {~1(@ — p)'(A4) I (z — 1)}

|
—~~
3k
\_/

T

:

exp {—40 @ —p) - (2 = )}

?

De acuerdo con las proposiciones 3.55 y 3.29, si la familia de variables aleatorias
Xq,..., X, tiene distribucién normal multivariada entonces una funcién de densidad
conjunta, fx, . x,,de Xi,..., X, estd dada por:

2) = Yt o (-3 = ) (a - )}

~—

fX17~~-7Xn

en donde C' es una matriz simétrica y definida positiva. La siguiente proposicién
muestra que el inverso de este resultado es también valido.
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PROPOSICION 3.56. Sea X un vector aleatorio con funcion de densidad conjunta fx
dada por:

fx(@) = Kexp {—3C7 (z — p) - (x — p) }

en donde C' es una matriz simétrica y definida positiva y K y p son constantes,
entonces X tiene distribucion normal multivariada.

Demostracion

Sea A una matriz invertible tal que C' = AA' y consideremos la transformacion
x = Au + p, entonces:

(€1 (Au)) - (Au) = (A A7 (Au)) - (Aw) = ((A) () - (Au)

= (Au)' (A (u)) = ' A A u =vlu=u-u

Ast que, definiendo U = A~ X — p), se tiene:

o) = |A] P+ Bu) = |A] K exp {—3 (€ (Au)) - (Au)} = |A] K exp {—bu-u)

Por lo tanto, el vector aleatorio U estd formado por variables aleatorias independien-
tes, todas con distribucién normal estdndar. Ademds, X = AU + p y la matriz A es
invertible, asi que X tiene distribucién normal multivariada.

Sea f : R"™ — R una funcién de densidad de la forma:

f(x1,...,2,) = Cexp {—% (Z{i,je{l,...,n}:iﬁj} ay Tty + 3, aixi)}

en donde ay,...,a, y C son constantes y la forma cuadrética F(xy,...,2,)
= Z{i,je{l,...,n}:igj} a;;x;x; es definida positiva.

La matriz asociada a la forma cuadratica F' estd dada por:

1 1
a11 5012 ?aln
1
0 5012 Q22 Tt glon
1 1
5Q1n 3Q2n " Gnp
Para i,j € {1,...,n}, con i > j, definamos a;; = a;;. Entonces, para p,,..., 1,

nimeros reales cualesquiera, se tiene:

Fzy =y, mn — 1) = Z{i7je{17,,,7n};i§j} agj(zi — p;) (5 — )



130 3. DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIADA

= Z{i,je{l,...,n}:iéj} Qij iy — Z{i,je{l,...,n}:iéj} Qij i T

- Z{z‘,je{l,...,n}:igj} Qi T + Z{i,je{l,...,n}:igj} Qij i g

=D ijell,npi<y} GigTili — Z?:l g:l Qi HiTj = D iy Z?:l QijfbjTi

+ Z{i,je{l,...,n}:igj} QijHbily

= 3 e sy QT = Dty Dy Qi — Y iy Dy i

+ Z{z‘,je{l,...,n}:igj} Qij i L

= 2 {ije{Lon}i<s} iTiTi— ) iy <2;:1 Qjift; + Z?:z aij“j) Tit D jeqlmmyu<y} Gkt

= Z{i,je{l,...,n}:iéj} aijxixj_zyﬂ (Z;:l Qijfb; + Z?:z aijﬂj) Ii+2{i,je{1,...,n}:i§j} Qij i 5

n n
= Z{i7j6{1,...7n}:i§j} QT = D iy <aii:ui + Zj:l %‘Mj) T+ Z{i,je{l,...,n}:igj} Qg [
Consideremos entonces el sistema de ecuaciones en fiq, .. ., fi,:

n
iipty + DGy Gihty = —0

El determinante de este sistema estd dado por:

1 1
2a11 a1z -0 ai, ari 7012 " ?aln
1
aig  2a - gy 5012 Q22 Tt gQ2p
= 2" =2" Q| #0
1 1
Q1n Q2n, T Qafnn §a1n §a2n R ¢ 7Y

Asi que el sistema tiene una solucién tnica.
Por lo tanto, f puede escribirse en la forma siguiente:
1
f(@1, .. 2,) = Kexp {_5 Z{i,je{L.,.,n};igj} aij(zi — pg) (x5 — ,Uj)}
en donde K es una constante.

Asi que f es funcién de densidad de una distribucién normal multivariada.

Se tiene entonces el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.57. Sea f : R? — R una funcion de densidad de la forma:
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1 n
f(z1,...,2,) = Cexp {—5 (Z{i,je{L...,n}:ig]‘} ayTiT; + )i, aixi) }
en donde aq,...,a, y C son constantes y la forma cuadrdtica:

F(ry,...,2,) = Z{z‘,je{l,...,n}:igj} (yj il j

es definida positiva. Entonces f es funcion de densidad de una distribucion normal
maultivariada.

EJEMPLO 3.58. Sea (X1, X, X3, X4) un vector aleatorio con funcion de densidad
conjunta f dada por

f(x1, 0, 23, 74)

=Cexp{—3 (#} + 23 + 2} + 2} — 2120 — 2ow3 — w324 + 201 — 322 — 3 + 24) }
en donde C' es una constante.

Completando cuadrados, se tiene:

T2 4 23 4 22 + 73 — 11Ty — ToTz — T3Ty

= (= 3oa)" 43 (2= 3 (o= )"+ 3

Ast que la forma cuadrdtica:

F(xy, 29,73, 74) = 2% + 23 + 22 + 73 — 1179 — ToT3 — T374

es definida positiva.

Sean piy, [y, s, fty las esperanzas de X, Xo, X3, X4, respectivamente, entonces,
F(x1 — py, T2 — piy, T3 — fig, Ta — [1y)

= (21— 1) + (2 — p2)? + (w3 — p13)” + (24 — 14)°

(@1 = ) (@2 = pg) — (w2 — po) (3 — pig) — (w3 — p13) (T4 — 114)

= x% + x% + x§ + xi — X1To — XTok3 — T3Ly4

(=20 + pg) m1+ (pg = 200 + pig) T2 4 (pg — 203 + pg) T3 + (g — 2114) T4
FUT iy S = g — Hofty — il

Ast que:

=2ty + pg = 2
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iy = 2ty + i3 = =3

fo = 243 + g = —1

fh3 = 2ty =1

Por lo tanto:

_ 2 __ 14 _ _ 3
H1 =755 o =5, U3 = 5, Mg = 5

Asi que:

f(x1, w2, 23, 24)

:Kexp{—%F(xl—g Ty — 1 $3—%,$4—§)}

= Kexp {—% [(551 - %)2 + (w2 — 134)2 + (23 — %)2 + (24 — %)2
(1= Bl = ) — (22— H) (s — ) = (o3 — Das— 2]}

en donde K es una constante.

La matriz QQ asociada a la forma cuadrdtica F' estd dada por:

1 -3 0 0 2 -1 0 0
Q= —3 L —3 0 J_1f-1 2 -10
0 -3 1 —3 210 -1 2 -1
0 0 —3 1 0 0 -1 2

Ast que la matriz de covarianzas de X1, Xo, X3, Xy estd dada por:

P L Ed 5642
C=Q7'=138 D8 |=5|3 4563
Ademds:

|C—1] 1

T (var)T T B

2 14 11 3

Por lo tanto, si ju es el vector con coordenadas £, <, %, 5, se tiene:

fz) = Fzexp{—5 (@ —p) C" (z—p)}

= 725 P { =5 [(o = 57+ (w2 = §)7 + (25 = 5)° + (w4 = 3)?
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—(Il - %)(% - 134) - (1’2 - %4)(«'53 - %) - (1’3 - %)(354 - %)]}

Para verificar los cdlculos anteriores, evaluemos el producto (x — p)' C~' (x — p):

(x—p)'C (z—p)

1 -0 0 T — 2
SR R R -3 1 =30 Ty —
- 1—5 #2775 M7 7% 75 0 _% 1 _% gy — 4
0 0 —3 1 x4—§

_ 2 2 2 2 23
—x1+m2+x3+m4—x1x2—$2x3—$3$4+2$1—3x2—x3+x4+?

PROPOSICION 3.59. Sea X un vector aleatorio n-dimensional con distribucion nor-
mal multivariada con vector de esperanzas p y matriz de covarianzas C. Sea v un
vector n-dimensional y A una matriz de n X n invertible. Entonces Y = AX + v
tiene distribucion normal multivariada con vector de esperanzas Ap + v y matriz de
covarianzas ACA'.

Demostracion

Sabemos que X = BZ + 1, en donde B es una matriz invertible tal que C' = BB'y Z
es un vector aleatorio n-dimensional formado por variables aleatorias independientes
con distribucién normal estdndar. Por lo tanto:

Y =ABZ+u)+v=(AB)Z + (Au+v)

De manera que Y tiene distribucién normal multivariada con matriz de covarianzas
Cy = (AB)(AB)! = ABB'A" = AC A" y vector de esperanzas py = Au+ v.

Una propiedad importante de una distribucién normal multivariada consiste en que
basta con que sea nula la covarianza entre cada pareja de variables aleatorias de la
familia para asegurar que son independientes. Esto se prueba a continuacion.

PROPOSICION 3.60. Sea X = (Xi,...,X,,) un vector aleatorio con distribucion nor-
mal multivariada con vector de esperanzas p y tal que su matriz de covarianzas C es
diagonal. Entonces las variables aleatorias X, ..., X, son independientes.

Demostracion

Una funcién de densidad conjunta de X7, ..., X, estd dada por:

X1, X (z) = (\/ﬂ)n eXp {_%Cil(f —p) (7 — ﬁ)}
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en donde [i es el vector de esperanzas de X, Xo, ..., X,,.

Como C' es diagonal, tiene la forma:

o2 0 -+ 0
c 0 a% o 0

o 0 --- 0721
en donde 02,...,02 son las varianzas de X1, ..., X,, respectivamente. Por lo tanto:
fxi o x, (@1, xn) = Wﬁ exXp {—ﬁ(% — )= ﬁ(% - :U“n)2}

= —L_exp {—ﬁ(m - u1)2} t o an XD {—ﬁ(l’n - un)z}

= fx,(x1) - fx, (zn)

Asi que las variables aleatorias X7, ..., X,, son independientes.
[

COROLARIO 3.61. Sean Uy,...,U, n variables aleatorias independientes, todas con
distribucion normal estdndar, P una matriz de n x n ortogonal y Vi, ..., V, las va-
riables aleatorias definidas mediante la relacion:

Vi Uy

Va Uz

) =Pl .

Va Un,
Entonces Vi, ..., V, son independientes y todas tienen distribucion normal estandar.
Demostraciéon
La matriz de covarianzas de la familia V;, . . ., V,, estd dada por C = AA?, asf que, como

A es ortogonal, C' es la identidad. El resultado se sigue entonces de la proposicién
3.60.

De acuerdo con la definicién 3.53, si el vector aleatorio n-dimensional X tiene dis-
tribucién normal multivariada, existe un vector aleatorio n-dimensional U formado
por variables aleatorias independientes, todas con distribucién normal estdndar, una
matriz de n X n invertible A y un vector n-dimensional p tales que X = AU + pu.
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La pareja U, A en esta representacién, no es tnica. En efecto, si P es una matriz
ortogonal, entonces, de acuerdo con la proposicién 3.61, el vector aleatorio U' = PU

también estd formado por variables aleatorias independientes con distribucién normal
estandar y, definiendo A’ = AP!, A’ es invertible y se tiene: A'U’ = AP'PU = AU.

Dado un vector aleatorio X con distribucién normal multivariada, con matriz de co-
varianzas C' y vector de esperanzas p, para expresar X en la forma X = AU + p,
en donde A es una matriz invertible y U un vector aleatorio formado por variables
aleatorias independientes, todas con distribucién normal estéandar, se requiere encon-
trar una matriz invertible A tal que C = AA! y entonces se tiene X = AU + u, en
donde U es un vector aleatorio formado por variables aleatorias independientes,todas
con distribucién normal estdndar. En efecto, Si A es una matriz de n x n invertible
tal que C = AA?, entonces U = A~! (X — pu) tiene distribucién normal multivariada
con matriz de covarianzas:

CU — A0 (A—l)t — A" lC (At)*l — A-14At (At)*l — 1
y vector de esperanzas p; = A7ty — A"y =0

Asi que U es un vector aleatorio formado por variables aleatorias independientes,
todas con distribucién normal estandar y X = AU + pu.

Ahora bien, para encontrar una matriz invertible A tal que C' = AA! se pueden seguir
diferentes procedimientos. Uno de ellos consiste en encontrar una matriz ortogonal
P tal que P!ICP = D, en donde D es una matriz diagonal cuyos elementos sobre la
diagonal son positivos. De acuerdo con la proposicién 3.48, tales matrices existen.
Entonces tanto A = Pv/D como A’ = Pv/DP? satisfacen la propiedad requerida. En
efecto, se tiene:

A4t = (PVD) (P\/ﬁ)t — pVDVDP' = PDP! = C
A (A = (P@Pt) (P\/Ept>t — PVDP'PVDP' = PY/DVDP' = PDP' = C

Este método para expresar X en la forma X = AU + u puede resultar muy laborioso
pues para encontrar P se requiere encontrar los valores y vectores propios de C, lo
cual no siempre resulta un proceso simple.

En general, el método mds simple para encontrar una matriz invertible A tal que
C = AA! consiste en aplicar a la forma cuadratica definida por C~! el método de
Lagrange, de completacion de cuadrados, el cual, de acuerdo con la proposicion 3.35,
nos permite encontrar una matriz triangular superior invertible B tal que B!B = C1.
Definiendo entonces A = B~1, se tiene:
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A= (B (B = (B'B) ' =C

EJEMPLO 3.62. Sea X un vector aleatorio con distribucion normal multivariada, con
vector de esperanzas 0 y matriz de covarianzas C', en donde:

1 3 0
_ 1 1 2
C=13 13
0 5 1
Se tiene:
w21 3
63 8 34
1= | —Z& 8 _9
FE W
34 34 17

La forma cuadrdtica definida por C~! estd dada por:

77 27

6§ 6 34
_ 5 8
F(zy,29,23) = (@1 22 23 ) 556y, Tg
b1

34 34 17 3
_ 27 9 18
= 68x1 510172 + 17371563 + 2 170223 + 17:1:3
_ 17 27 2 27 81 9 18,.2
= 68 (ml 7o2 + 77x3) 68 ( Zrl2t 77 ) + 68m2 1770223 + 1773
*77(m a:+£x)2+&(x—2x)2+x2
— 68 "1 T 2 773 77 \"2 7 g3 3

Ast que si definimos:

-1

VT o1 3 2v/17 3 0

4 2V17 2\9/1309 1309 VT \/\/g X
=1 0 vEm T vm B

0 0 1 0 0 1

entonces U = A~1X es un vector aleatorio formado por variables aleatorias indepen-
dientes, todas con distribucion normal estindar y X = AU.

EJEMPLO 3.63. Sea X un vector aleatorio con distribucion normal multivariada, con
vector de esperanzas 0 y matriz de covarianzas C, en donde:

73

—_
w
—
(=)
[\
=}

5 29

58 i 3 ¥

o | B o5 Ty
% 9

& —% 0o 1 1
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Se tiene:
3 -2 4 6 L
o 16 _u _9 3
oo | 4 uoad 2 s
¢ _8 & ot _§
P e T BT
2 3 6 4 12

La forma cuadrdtica definida por C~! estd dada por:

3 -2 4 6 1 T

o9 16 _14 _9 & v

Yy 4 3¢ P 2

Flzy, 20,33, 20,25) = (21 @ x5 x4 x5 )| 4 —% F 2 =2 T3
i I I

PO S S T .

2 3 6 1 12 5

9,2, 16,2 , 41 2 | 217 2 | 43,2
=3x7 + Fa3 + T3+ s+ 55 — 4dviry + 8r1x3 + 121124 + 11705

5

3
3L3L5 — 5L4L5

28 10 35
—?{EQ.Tg — 91’2.’E4 + §$2£U5 + 7.%3[[’4 —

2 2
=3 (Il - §$2 + %333 + 2x4 + %x5) +4 (xg — %l’g — %a:4 + %x5)
—|—% <£E3 + x4 — 1‘5)2 + <£E4 — Q?5)2 + 33%

Ast que si definimos:

V3 23

(SIS
B

2v3 L3\

0 2 -1 -1 1
A= 0 0 V2 V2 -LV2
0 0 o 1 -1
0 0 0 0 1
S IEVEI
2 2 8 8
= 0o 0o v2 -1 0
o 0 o0 1 1
o 0 0 0 1

entonces U = A71X es un vector aleatorio formado por variables aleatorias indepen-
dientes, todas con distribucion normal estindar y X = AU.



138 3. DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIADA

Queremos demostrar ahora que si X1, ..., X,, es una familia de variables aleatorias con
distribucién normal multivariada y Xj,..., X;, es una subfamilia de esa coleccién,

entonces Xj,,,..., X, también tiene distribucién normal multivariada.

Para eso, obsérvese primero que si X, ..., X, tiene distribucién normal multivariada
entonces, de acuerdo con la definicién 3.53, existen n variables aleatorias independien-
tes Uy, ..., U,, todas con distribucién normal estdndar, una matriz de n x n invertible
A y un vector n-dimensional p tales que X = AU + pu, en donde:

X1 Uy
X U.
x=|"71 uv=|"
X, U,
Sea ahora {ki,...,k,} una permutacién de los primeros n nimeros naturales y defi-
namos:
Xkl Ukl
21— Xk, O — Uk,
Xk, Uk,

A’ la matriz formada permutando, de manera similar, los renglones de la matriz A, y
1" el vector obtenido permutando las coordenadas del vector ji, entonces la matriz A’
es invertible y X' = A'U’ + i/, asi que la familia de variables aleatorias Xy, ..., Xk
también tiene distribucién normal multivariada.

n

Por lo tanto, para demostrar que cualquier subfamilia X, , ..., X, tiene distribucién
normal multivariada, basta con probar que, para cualquier k € {1,...,n}, la familia
X1, ..., X} tiene distribucién normal multivariada, lo cual se hace a continuacion:

PROPOSICION 3.64. Sea X wun vector aleatorio n-dimensional con distribucion nor-
mal multivariada y k € {1,...,n}, entonces el vector k-dimensional formado por las
primeras k coordenadas de X tiene distribucion normal multivariada.

Demostraciéon

Si p es el vector de esperanzas de X, entonces X — p también tiene distribucion
normal multivariada. Si el resultado es vélido para X — p entonces el vector k-
dimensional formado por las primeras k coordenadas de X — u tiene distribucién
normal multivariada; por lo tanto, el vector k-dimensional formado por las primeras
k coordenadas de X también tiene distribucién normal multivariada. Asi que basta
con considerar el caso en que el vector de esperanzas de X es cero.
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Sabemos que existe un vector aleatorio n-dimensional U formado por variables aleato-
rias independientes con distribuciéon normal estdndar y una matriz de n x n invertible

A tales que X = AU.

Consideremos la transformacién V' = BX, en donde B es una matriz de la forma:
o Ir Op—p)
b= ( F oLy

en donde F' es una matriz de (n — k) X k.
El determinante de B es +1, asf que B es invertible.

Se tiene V' = BX = (BA)U, asf que V tiene distribucién normal multivariada con
vector de esperanzas 0 y matriz de covarianzas Cy = (BA)(BA)' = BAA'B' =
BCxBt, en donde Cx es la matriz de covarianzas de X.

Expresemos C'y en la forma siguiente:

Cy, D
o= )

en donde C} es una matriz de k X k, D una matriz de k x (n — k) y E una matriz de
(n—k)x (n—k).

Obviamente, C}, es simétrica. Ademds, si z € R¥ es un vector distinto de cero y
w € R™ es un vector cuyas primeras coordenadas coinciden con las de z y el resto
son nulas, entonces z'Crz = w'Cxw > 0 ya que C'x es definida positiva, asi que Cj,
también es definida positiva y, por lo tanto, invertible. Ademas:

I Opn C, D\ (I Ft
_ t k k(n—k) k k
v = B = (F Tt ) (Dt 57) < Otn—r)k Jﬁk>

e CyF'+ D
“\ FC,+ Dt FCL.F'+D'Ft+FD+ FE

Tomemos F tal que FCy, + D' = Og(,_p), es decir, F = —D'C, ", entonces:

o Ck O(n—k)k
Cv = ( Orenky E— D'C'D

Como Cy es simétrica y definida positiva, la matriz G = E — D'C; 1D también es
simétrica y definida positiva.
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Por otra parte, Si X(;) es el vector formado por las primeras k coordenadas de X y
X(n—r) el vector formado por sus ultimas n — k coordenadas, se tiene:

Iy Og(n—r) X(k) Xw)
V =BX = =
( F T Xn-n) FX (k) + Xk

Es decir, las primeras coordenadas de V' y de X coinciden.

Sea v un vector n dimensional, vy es el vector formado por las primeras k coordenadas
de v y vg,—p) el vector formado por sus tltimas n — k coordenadas. Entonces:

fv(v) = w'%j

el lteid 1 .t Ok(n—k) V(k)
=YX " e —2 (v Vi v
(var) 2 =2 (v ven ) Oty G! V(n—k)

L exp { = 3ol O Moy — Svby G 00n |

exp {—%vtC"}lv}

|071’ -1 |G71‘ —
= Fap o Lo} e { e )

Por lo tanto, una funcién de densidad conjunta del vector aleatorio X() estd dada
por:

ot B
Fxw (V) = (\‘/g)lj exp {—%vfk)ok 1U(k)}

Asi que, por la proposicion 3.56, la familia X7, X, ..., X} tiene distribucién normal
multivariada.

3.4. Distribuciones muestrales

De acuerdo con el corolario 3.61, Si U es un vector formado por variables aleatorias
independientes, todas con distribucién normal estdndar, y P es una matriz ortogonal,
entonces V = PU también es un vector formado por variables aleatorias independien-
tes, todas con distribucién normal estdandar. Este resultado se puede extender de la
siguiente manera:

PROPOSICION 3.65. Sean X1, ..., X, n variables aleatorias independientes, todas con
distribucion normal de varianza comin o*, A una matriz ortogonal de n X n y
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un vector n-dimensional. Definamos las variables aleatorias Y1, ...,Y, mediante la
relacion Y = AX + u, en donde:

X1 Yy
yo| . Y= *2
X, Y,
Entonces las variables aleatorias Y1, ...,Y, son independientes y todas ellas tienen

distribucion normal con varianza comain o2.

Demostracién
41
. Vo
Paraie {1,...,n},seav; = E[X;] yseav = A
Un
entonces las variables aleatorias Uy, . . ., U, definidas por U; = Xi;”i son independien-

tes y todas tienen distribucién normal estdndar. Ademas:

Y =AX+pu=0cAU +Av+p

Us
Uz
en donde U = .
Un
Asi que, de acuerdo con la proposicién 3.61, las variables aleatorias %Yl, cee %Yn son

independientes y todas tienen distribuciéon normal de varianza 1, de lo cual se sigue
el resultado.

COROLARIO 3.66. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes, todas con
distribucion normal de varianza comin 0 y A una matriz ortogonal de n x n. Defi-
namos las variables aleatorias Y7, ...,Y, mediante la relacion Y = AX, en donde:
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Entonces las variables aleatorias Yi,...,Y, son independientes, todas ellas tienen
. . . . . 2 n 2 n 2
distribucion normal con varianza comin o* y > i Y= > =1 X5

Demostracién
. e n 2 n 2
Por el corolario 3.65, tinicamente resta probar que > 5, Y = > " X~

SULYP=Y Y = (AX) - (AX) = (AX){(AX) = XTA'AX = X'AIAX = X - X =
> X

Los resultados anteriores permiten ahora demostrar el siguiente resultado, el cual es
de importancia bésica en la Estadistica.

ProprosICION 3.67 (Independencia de la media y la varianza muestrales).
Sean X1, ..., X, n variables aleatorias independientes, todas con distribucion N(u,o?).
Entonces la media muestral X = % > vy X y la varianza muestral s% = ﬁ Yo (X—

X)?% son independientes.

Demostraciéon

Definamos una nueva familia de variables aleatorias, Y7, ..., Y,, de la siguiente manera
(transformacién de Helmert):

Yi= \/Lg ZL Xk

V= e [T - (- DX paraie{2....n}.

X4
: X
Sea A = (a;;) la matriz de n X n que transforma el vector . en el vector
X
Y1
. |- Se tiene entonces, a;; = \/iﬁ, para j € {1,...,n} y, parai € {2,...,n}:
Y,
1 o . .
sijeql,...,i—1
Jii D VASH }
=4 @D
ij J =1

i(i—1)
0 sije{i+1,...,n}
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, n 2 n 1 . .
Asf que, ijl ai; = ijl ~ =1y, paraiec{2,...,n}
no2 N1y iml 1, 1_
Zj:l 5 = ijl T =it l-5=1

También:

n . — L\ o= 1 i—1 1 ) _ 1 i-1__(i-1) .
Dopr 04 = 2t 80 = R | 21 i \/z‘un] R L/im) \/i<i1>] -
0

y,parai € {2,...,n} y ke {3,...,n}, con i < k:

n o — i—1 1 1 ) 1
Zi:l @ij g Zi:l Vili=1) \k(k=1)  /i(i=1) \/k(k=1)
(i—1) 1 (i—1) 1 —0

T Vi) R i1 EGE-1)

De manera que la matriz A es ortogonal. Por lo tanto, de acuerdo con el corolario

3.66, las variables aleatorias Y7,...,Y, son independientes, cada una de ellas tiene
. . .-, . 2 n 2 . n 2

distribucién normal de varianza o* y > 7 Y =30 ) X7.

Ademss:

XZ%ZZ:le:\/LﬁYl

sk ﬁ 2 et (Xk — X)? = ﬁ [ZZ=1 Xi - 2X Sor X+ nXﬂ
L[S X 20X 4 X =[S X -
= L Y Y = LYY

De manera que X y s% son variables aleatorias independientes.

u

COROLARIO 3.68. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes, todas con
“1)s2 . o

distribucion N (u,0?). Entonces a) U = (n 012) X tiene distribucion X? conn—1 grados

de libertad y b) V = @ tiene distribucion t con n — 1 grados de libertad.

Demostracion
. (n—l)si 1 n 2 n Yk2
a. U= —5X=5>, Y, =>,,%

Pero, para k € {2,...,n}:

k—1 k—1
l’LYm = k(lk_l) [Zj:l /’I’Xj - (k - 1)/’1’in| = k(lk_l) [Zj:l /1‘ - (k - 1)lu = 0
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p _ Yi—vnp

g

?/ﬁ_
|

144
Asi que % tiene distribucién normal estdandar. Por lo tanto, U tiene distribucién X2
es una

con n — 1 grados de libertad.
—p

b. V = vn(X-p) _
X n—1
. n n . X
Ademds, iy, = S0 g, = = S0 = Vi, ast que X
variable aleatoria independiente de U y tiene distribuciéon normal estdandar. Por lo

tanto, V' tiene distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad.

Ejercicio 3.1. Sean U y V' dos variables aleatorias independientes con distribucion

EJERCICIOS
normal estandar. Definamos X = 3U —4V +1 yY = 2U +V — 2. Encuentre la
esperanza y la varianza de X yY , asi como el coeficiente de correlacion y una funcion

de densidad conjunta de X yY.
EJERCICIO 3.2. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad f : R* — R

dada por:

flz,y) = Cexp{ % (222 + 3wy + 5y* + v — 4y)}
en donde C' es una constante.
a) Verifique que el vector (X,Y) tiene distribucion normal bivariada.

b) Exprese f en la forma:

fla,y) = Kexp{—§[a(z—p)* +b(x—p)(y—v)+cly—v)]}
¢) Encuentre la esperanza y la varianza de X y'Y, asi como el coeficiente de corre-

en donde K, a, b, ¢, ;4 y v son constantes.
), vector de varianzas (3,6) y coeficiente de

1 _1
2

EJERCICIO 3.3. Sea X = (Xi, X3) un vector aleatorio con distribucion normal bi-
1
Encuentre dos variables aleatorias independientes, U y V', con dis-

variada con vector de esperanzas (
1

EJjerCICIO 3.4. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal estindar y Z

correlacion

lacion entre X y Y.
29

tribucion normal estandar tales que X = aU +bV +pu yY =cU +dV + v, en donde

a, b, c, d, p y v son constantes

g.
una variable aleatoria, independiente de X, con distribucion Bernoulli de pardmetro

p= % Definamos la variable aleatoria Y de la siguiente manera:



EJERCICIOS 145

X st /=1
Y_{ X st Z=0

Demuestre que a) Y tiene distribucion normal estandar, b) X yY no son indepen-
dientes y ¢) Cov(X,Y) = 0. d) sEs normal bivariada la distribucion conjunta de X
yY 2 spor qué?

EJERCICIO 3.5. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucion normal bivariada con
vector de esperanzas (0,0), vector de varianzas (1,1) y coeficiente de correlacion p.
Encuentre P[X > 0,Y > 0].

EJERCICIO 3.6. Sea X = (X1, X3) un vector aleatorio con distribucion normal biva-
riada con vector de esperanzas (piy, jiy), vector de varianzas (0%, 02) y coeficiente de
correlacion % Encuentre una funcion de densidad de Y = X7 + Xo.

EJERCICIO 3.7. Sea X = (X1, X32) un vector aleatorio con distribucion normal bi-
variada con vector de esperanzas (5,2), vector de varianzas (4,1) y coeficiente de
correlacion % Encuentre una funcion de densidad de 'Y = 2X, — 3X5.

EJERCICIO 3.8. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucion normal bivariada con
vector de esperanzas (0,0), vector de varianzas (1,1) y coeficiente de correlacion 3.

Encuentre una funcion de densidad conjunta de U = X +2Y yV =2X —-Y.

EJjERrCICIO 3.9. Determine cudles de las siguientes matrices son invertibles y, en su
caso, encuentre Su INVETSA:

2 11
a) A= 4 0 2
131
0 -1
-2 _1
we=| " 57 sl
10 =5 3
3
-1 2 0 2
boos 10 o
5 0 1 -132
o)C=| -3 0 31 -1
2 —1%—1%
3 -1 4 -3 3
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1 -121 -1
~10 100
D=2 1 010
1 0 100
~10 001

EJjercicio 3.10. Expresdndolas como sumas de cuadrados, determine cudles de las
sigutentes formas cuadrdticas son definidas positivas:

a) F(z1,20) = 322 + 22 + 42129

b) F(xy, 29, 73) = 23 + 273 + 323 + 27179 — 7173

c) F(x1, 79,23, 04) = 23 + 23 + 22 + 23 + 2102 + 2173 + 2174 + ToT3 + ToTg + T3T4
d) F(x1, 29, 13,74, T5) = 202 + 235 + 22 + 372 + 30109 — 173 + Toy + ToT5 — 27475

EJjerCICIO 3.11. Determine cudles de las siguientes matrices () son definidas positi-
vas:

ve=(*, 5%)

4 -2 5
)= -2 3 6
5 6 7

1 -1 1 -1
12 -2 2
J@=1 1 93 _3

-1 2 -3 4
EJERCICIO 3.12. Sea Q = | —

Encuentre una matriz ortogonal P tal que P'QP = Do, ay.05, €n donde oy, a, a3 son
numeros reales.

EJjercicio 3.13. Utilizando el método de los vectores propios, determine cudles de

las siguientes matrices () son definidas positivas vy, en su caso, encuentre una matriz
B tal que Q = B2.

w@=<izg2)
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4 -2 5
b) Q=1 -2 3 6
5 6 7
1 -1 1 -1
-1 2 -2 2
JR=11 53 _3
-1 2 -3 4
EJjerCICIO 3.14. Sea ), la matriz de n X n definida por:
1 ¢ -+ ¢ ¢
c 1 c
c c -+ 1 ¢
c c -+ ¢ 1

en donde c es una constante.

a) Demuestre que Q,, es definida positiva si y sdlo si —ﬁ <c<l1.
Sugerencia: Defina P,(\) = |Q — \,,| y demuestre que:

PN =cl—c=N"+1-c=NP,1()\

b) Demuestre que:

1 1 1 1
-1 0 0 1
0 -1 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 -1 1

son vectores propios de ().

EJjercicio 3.15. Sea C' la matriz dada por:

Q

Il
S [ [t
BT [
[ N SN Ny
s [ [

a) Encuentre una matriz ortogonal P tal que P'CP = Do, 03,04, €N donde oy, oz,
Qa3 Y ay son nidmeros reales positivos.
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b) Encuentre una matriz B tal que C = B?.

¢) Encuentre una matriz invertible A tal que la matriz de covarianzas de X = AU sea
C, en donde U es un vector aleatorio formado por variables aleatorias independientes,
todas con distribucion normal estdndar.

EJERCICIO 3.16. Sea X wun vector aleatorio con distribucion normal multivariada,
con vector de esperanzas 0 y matriz de covarianzas C, en donde:

79 42 51
o)C=L| 42 36 -18
~51 —18 54

1547 —492 —52 —111
—492 162 12 36
_ 1
VC=%| 52 12 32 ¢
~111 36 6 18

121 —122 158 104 48
—-122 175 —-130 —-130 —-60
c)C =L 158 =130 265 130 60
104 —130 130 130 60
48 —60 60 60 90

Encuentre una matriz invertible A tal que X = AU, en donde U es un vector aleato-
rio formado por wvariables aleatorias independientes, todas con distribucion normal
estandar.

EJjErcICIO 3.17. Sea C' la matriz dada por:

{1 _1 _1
[ L

=1 1 | 1
S S T |
4 4 4

Utilizando el método de Lagrange, demuestre que C' es definida positiva y encuentre
una matriz invertible A tal que la matriz de covarianzas de X = AU sea C', en donde
U es un vector aleatorio formado por variables aleatorias independientes, todas con
distribucion normal estdndar.

EJERcCICIO 3.18. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Junta dada por fxy(r,y) = #?: exp {—§ (2% + 9% — a:y)} para cualquier vector (z,y) €
R%. a) Encuentre la matriz de covarianzas de U =X +Y yV =X —Y. b) sSon U
y V independientes? Justifique su respuesta. c¢) Encuentre la matriz de covarianzas
de X yY. d) §Son X yY independientes? Justifique su respuesta.
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EJERCICIO 3.19. Sean X y Y dos variables aleatorias con distribucion normal estdn-
dar. a) Encuentre una funcion de densidad conjunta de U =2X +Y yV =X -Y
y exprésela en la forma fuv (@) = kexp{—3Q(a—p)- (2 — ) }. b) Encuentre direc-
tamente la matriz de covarianzas C' y muestre que Q) es la inversa de C'.

EJERCICIO 3.20. Sea X1, ..., Xs una muestra aleatoria de una distribucion normal
con pardmetros p y 02 = 15 y definamos X = 1370 | X, s> = 1370 (X, — X)2.
Encuentre P [3 < s* < 20].

EJERrciciO 3.21. Sean Xi, X5, X3 y X4 cuatro variables aleatorias independientes,
todas con distribucion normal estandar y definamos las variables aleatorias U y 'V de
la siguiente manera:

U=X,+Xo+ X5+ X4
V=4(X2+ X2+ X2+X2)— (X1 + Xy + X3+ Xy)?
Demuestre que U y V' son independientes y encuentre sus funciones de densidad.

Sugerencia: Considere la transformacion:

Y1 :%(X1+X2+X3+X4);
Y, = \%(Xl - X5)
Y; = \/Lg()ﬁ + Xp — 2X3)

Yy = \/%()Q + X5 + X3 — 3Xy)

EJERCICIO 3.22. Sean X1, Xo y X3 tres variables aleatorias independientes, las 3 con
distribucion normal estdndar, y definamos:

Yi= 353X+ 35X+ 5 X5,

v
1 1 1
Yo=—35X1 —3Xo+ 7§X37

Yy =55 X1+ 5 X

Y

Encuentre una funcion de densidad de Z = Worrh
2 3

EJERcICIO 3.23. Sean X1, X5, X3, X4 cuatro variables aleatorias independientes, to-
das con distribucion normal estdndar y definamos:

V=3 (X1 4+ Xo+ X3+ Xy)

Yo =1 (X) = Xy + X5 — Xy)
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Yy = 4 (X — X)

Yi= 2 (X - Xy)

Encuentre una funcion de densidad conjunta de Y1, Ys, Y3, Yy y una funcion de densi-
Y2+Y2 L . 1

dad de Z = m Ademds, identifique esta tltima.

EJjerCICIO 3.24. Sean X yY dos variables aleatorias de esperanza y varianza finitas
y coeficiente de correlacion p. a) Demuestre que la matriz de covarianzas, C, de la
pareja X,Y es definida positiva si y sélo si p?> # 1. b) Asumiendo p? # 1, demuestre
que:

/ —1
‘QCV |6*%0_1($*,U,x,y7,uy)'(33*,ux,y7,uy)
s

_ 1 1 (z—px)? | (y=pyv)® o (@—p)y—py)
N 2roxoy+/1—p? eXp{ (1-p?) |: o2 + Uf, 2p 00y :| }

en donde |ix,0x Y [y, 0y Son la esperanza y la varianza de X y 'Y, respectivamente.

EJERCICIO 3.25. Demuestre que si X = (Xi,...,X,) es un vector aleatorio con
distribucion normal multivariada y cq, . .., ¢, son constantes, no todas cero, entonces
X1+ ...+ c, X, tiene distribucion normal.

EJERCICIO 3.26. Sean Xi,...,X, n wvariables aleatorias independientes, todas con
distribucion normal estandar. Demuestre que las variables aleatorias U = > | X,
yV =>"_, ax Xy son independientes si y solo siy ,_, oy = 0.

EJjercicio 3.27. Sean Xi,...,X, n wvariables aleatorias independientes, todas con
distribucion normal, X el vector con coordenadas X1, ..., X,,, v un vector n-dimensional
y A una matriz de n X n invertible. Demuestre que la distribucion del vector aleatorio
Y = AX + v es normal multivariada.

EJERCICIO 3.28. Sea (X,Y,Z) un vector aleatorio con distribucion normal multiva-
riada con vector de esperanzas (0,0,0) y matriz de covarianzas:

1 1
T,
17 1
7 1 2
2 3 1

Encuentre e identifique la distribucion deU = X +Y — Z.



CAPITULO 4

ESPERANZAS CONDICIONALES

No se le puede pedir al rigor mas que consolidar las con-
quistas de la intuicion.

Jacques Salomon Hadamard

4.1. Generalizacién de la definicién de probabilidad condicional

Sea A un evento de probabilidad positiva y X una variable aleatoria de esperanza
finita. Queremos definir la esperanza condicional de X dada la ocurrencia del evento

A E[X | Al

Si X es discreta y 1, xa, ... son sus posibles valores, entonces:
E[X] = S P[X = 2]

De manera que resulta natural definir:

EX A=, zP[X = | A

expresion que se puede escribir en la siguiente forma:

E[X|A]:Zk$kP[X=xk|A]:kakw

P(A)

Esta iltima expresién no depende de la forma que tiene X, asi que se puede utilizar
para dar la siguiente definicién general:

DEFINICION 4.1 (Esperanza condicional dada la ocurrencia de un evento).
Sea A un evento de probabilidad positiva y X wuna variable aleatoria de esperanza

151
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finita. Se define la esperanza condicional de X dada la ocurrencia del evento A,
E[X | A], mediante la formula:

E[X | A) = 5B X1

Obsérvese que E [X | A] estd bien definida pues E [| X 14|] < E[|X]] < oco.

Obsérvese también que esta definicién es una extension de la definicién de probabi-
lidad condicional de un evento B dada la ocurrencia de A, P(B | A) = 2224 g

pP(4) -
efecto, si X = I, entonces:

A
E[X | Al = {5 EIpla] = 5z E [Ipna] = nggg)> = P(B | A)

EjEMPLO 4.2. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de parametro p. Encuentre a) E[X | X >4 yb) E[X | X > Y].

Solucion
a. P[X >4] =377 p(1-p)"=1-p)°
E[XIxon] = X2 o fx(@) = L2 ap(l —p)” = 22 (1 p)°

Asz’que,E[X|X>4]:%:%+4.

P[X::U|X>4}:{p(1—p)“5 stz €{5,6,...}

0 en otro caso

b. P[X>Y]:Z;‘;OP[X>Y,Y:y]:EZO:OP[X>y,Y:y}

= YR PIX >y PIY =y = S (1 - p)p(1 —p)? = 2.

E[XIxsy)] = X0 0 S afxy(n,y) = X0 gaP[X = 2] P[Y <z — 1]

=2 orp(l=p)*[1 = (1 =p)*] = X2y 2p(1 —p)* — > Zgep(l — p)**

_1-p _ (-p® _ (1-p)(@*-3p+3)
? p(2—p)*

[\

*|
=
iy
=

. o (1) (12— 2_
Ast que, E[X | X >Y]| = %ﬁ(l 12((57;2%3) = pp(fﬁ”;g-

EJEMPLO 4.3. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial, X de pardmetro A1 y 'Y de pardmetro \y. Encuentre:

o) E[X | X > 4]
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b) E[X | X >Y]
¢) E[X|X <Y]
Solucion
a. P(X >4)= [ e ¥z =M
E [XIxsq] = [[° Mze M%dz = )\—11 (4N + 1) e
Ast que, E[X | X > 4] :%1(4)\1—1—1):%1—1—4.

b. P(X >Y) = [° [ MAee Moe 2 2¥dyda =

)\1+)\2

E [XIixov] = 57 fy Mdewe™ e vdyd = 22002,

A(ng+20)?

Asi que, E[X | X >Y] = 220 HA2) Mtde . 2htde 1 4 1

/\ (A14r0)% A2 A1(Ag+xp) A1 A+Ag

. P(X<Y)=1-P(X>Y)=

)\1+)\2

B [Xlpean] = BIX] — B [Xlpxo] = £ — 22 _

At A(g4ag)? (A +20)%"

Ast que, E[X | X < Y] = — 2t — 1

(A1x0)% M1 A+Ag

Obsérvese que:

E [X | X < Y] - X—<Y]E [XI[X>Y]] - % ff{(z,y)€R2zm<y} I’fX’Y(l} y)dl’dy

4.2. Esperanzas condicionales en el caso discreto

Sea X una variable aleatoria discreta de esperanza finita y Y cualquier variable aleato-
ria discreta. Siy es un nimero real tal que P [Y =y] > 0y 1, x9, ... son los posibles
valores de X, se tiene:

E[X|Y =y]= E [XIy_y] = Y, a2l

1
PlY=y] fr(y)

Obsérvese que F [X | Y = y] se calcula de la misma manera que E [X], reemplazando

la funcién de densidad f,(x) de X, por el cociente %fy’;y) Esto motiva las siguien-

tes definiciones:



154 4. ESPERANZAS CONDICIONALES

Sean X y Y dos variables aleatorias discretas con funcién de densidad conjunta fx y.
Para cada y € R definamos la funcién = — fxy(z | y) de la siguiente manera:

Ix,v(z,y) )
fxy(x\y):{ A Sify(y) >0

fx(z)  en otro caso

Obsérvese que, para fines de la definicién de fx|y, no importan los valores de fxy(z |
y) en los puntos y en los cuales P[Y = y] = 0 pues Y no toma esos valores.

Obsérvese que, para cualquier y € R, vista como funcién de z, fxyy(z | y) es una
funcién de densidad discreta y, ademas, si fy(y) > 0 , para cualquier z € R, se tiene:

P[X:$|Y:y]:fX|Y(37‘y>

Resulta entonces natural definir a la funcién = — fxy(z | y) como la funcién de
densidad condicional de X dado que Y = y. Como toda funcién de densidad, la
funcién de densidad condicional de una variable aleatoria X define una distribucion,
la cual serd llamada la distribucién condicional de X dada Y.

DEFINICION 4.4 (Esperanza condicional de una variable aleatoria dada otra
variable aleatoria - caso discreto). Sea X una variable aleatoria discreta de espe-
ranza finita y'Y cualquier variable aleatoria discreta. Definamos la funcion h : R — R
de la siguiente manera:

h(y) = Z{xevx}fo\Y(x | y)

en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X .

La variable aleatoria h(Y) es llamada la esperanza condicional de X dada Y y se
denota por E [ X | Y].

Obsérvese que, para fines de la definicién de £ [X | Y], no importan los valores de h
en los puntos y en los cuales P [Y = y] = 0 pues Y no toma esos valores.

EJEMPLO 4.5. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
Junta dada por:

2~ siz<y, z,y €{l,...,N}

— ] NN+D
fxy(x,y) { 0 en otro caso

en donde N es un entero positivo.

Encuentre o) E[X | Y] yb) E[Y | X].
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Solucion

a. Paray € {1,...,N}, se tiene:

N
fr(y) =2 fxy(@y) =304 N(N—H) N(1\27+1)3/'

EX|Y =y =20 a2 157 o= 1(y+1).

Ast que, E[X | Y] = 3(YV +1).

b. Para x € {1,...,N} se tiene:
N N
fX<I) - Zy:l fX,Y(xuy) - Zy:aj N(]\27+1) = N(N+1)(N+ 1 —[E')

BIY | X =a] = S0,y 2o - o1 5y Ly ),

y=1 fx(x) N+1—z

Ast que, E[Y | X] = (X + N).

EJEMPLO 4.6. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de parametro p. Encuentre ) E[X |Y — X]yb) E[Y | Y — X].
Solucion

Para z € Z, se tiene:
PY-X=2]=PY=X+2]=> " PlY =X+2 X =1]

2 z o 2x ;
_ oo _ _ A =p)ry (1 =p)*  siz>0
_Zx_OP[Y_x+Z]P[X_x]_{p2(1_p)zzzo_z(1_p)2x siz<0

{ p=p)® o, >0
—p

2

2—p

a. E[X|Y—X:z]zzzookw ZzookPX kY =k+2]

PlY —X=z] PlY —X=2z]
:{p(2 P) Y pro k(1 —p)** siz>0
p2—p)(1—p)=> 2 k(l—p)?* siz<0
:{p(2_p)2k ok(l_p) st 220
p(2—p)(1—p)* Yok —2)(1—p)* 2 siz<0
:{p(2—p)ZZ"_ok(1—p)2’“ siz >0
P2 —p) Yo k(L —p)** —z2p(2—p) > i (1 —p)* siz <0
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(1-p)® ,
_{ 1(91(21)1)92 st z2>0
p(2f’p)—z 512 <0
Por lo tanto, E[X | Y — X] = 432 ;) (Y = X)(_oog)(Y = X).
o PlY=k)Y—-X=z2 00 PlY=k,X=k—2z
b EIY | Y = X = 2] = 300 kG 2] = Yo koAl
[ p2=p)A—p)EIX k(1 —-p)* siz>0
T P2 —p) Xl k(1 —p)* siz<0
_ [ p@=p) ok +2)(1—p)* siz>0
L p(2-p) X k(1 - p)? 512 <0
_ P2 =p) o k(1= p)* 4 2p(2 = p) Yl (1 = p)*F siz>0
p(2—p) > k(1 —p)* siz<0

Por lo tanto, E[Y | Y — X] = &5 p;) (Y = X)) (Y — X).

A

La siguiente proposicion caracteriza a la variable aleatoria F [X | Y] y esta caracte-
rizacion constituye la base para la definicién general de la esperanza condicional en
la siguiente seccion.

PROPOSICION 4.7. Sea X wuna variable aleatoria discreta de esperanza finita y Y
cualquier variable aleatoria discreta. La variable aleatoria h(Y) = E[X | Y] tiene
esperanza finita y E[f(Y)R(Y)] = E[f(Y)X] para cualquier funcion f : R — R
acotada. Ademdas, si hy y hy son dos funciones con estas mismas dos propiedades,
entonces P [h1(Y) = ho(Y)] = 1.

Demostraciéon

Demostremos primero que h(Y') tiene esperanza finita. En efecto, si 41,2, ... son los
posibles valores de Y y x1, x5, ... son los posibles valores de X, se tiene:

> I PY =y] <3, zkm%w:yﬂ

=2 2 ok PIX =, Y = y] = D0 | PIX = o] = E[|X]] < o0

Sea ahora f : R — R cualquier funcién acotada, se tiene entonces:



42. ESPERANZAS CONDICIONALES EN EL CASO DISCRETO 157
E[f(Y)R(Y)] =32, f(y)h(y;) P [Y = y]

= ¥, F0) Sp e S AP [Y = )

=2 fy) 2o o) P[X =13, Y =y

=Y i JW)aP X =2, Y = y;] = E[f(YV)X]

Supongamos ahora que g : R — R es una funcién tal que g(Y") tiene esperanza finita
y E[f(Y)g(Y)] = E[f(Y)X] para cualquier funcién f : R — R acotada. Se tiene
entonces:

> fWg(y)PIY =yl =325, flyp)enP [X = 2, Y = yj]
para cualquier funcién f acotada. En particular, si f = Iy, y, se tiene:
9w PY =yl = 2 ueP [X = 2, Y =]

Asi que:

(X=z,Y =y,
() = sy e kP (X =2, Y = yy] = 5 o 2l — h(y)
Es decir, g(y) = h(y) para cualquier y € R tal que P[Y = y| > 0.

De manera que, si hy y hy satisfacen las dos propiedades mencionadas, h1(y) = ha(y)
para cualquier y tal que P[Y = y] > 0, lo cual implica P [hy(Y) = hao(Y)] = 1.

La ultima proposicién nos dice que la variable aleatoria h(Y') queda caracterizada
por las dos propiedades mencionadas. Se puede concluir entonces que se puede definir
E X | Y] = h(Y) mediante cualquier funcién h : R — R tal que h(Y") tenga esperanza
finita y que satisfaga F [f(Y)h(Y)] = E[f(Y)X] para cualquier funcién f : R — R
acotada.

EJEMPLO 4.8. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de parametro p. Encuentre E [ XY | X + Y.

Solucion

Se busca una funcion h tal que E[f(X + Y)W X +Y)] = E[f(X +Y)XY] para cual-
quier funcion f acotada. Es decir:

Y0 fR(E) 2+ Dp*(1 = p)* = 3550 2272 f( + k)jkp?(1 = p)**
= Do 2ok J(2) (2 = K)Ep*(1 = p)* = 32720 X ko S (2) (2 = K)kp*(1 — p)?



158 4. ESPERANZAS CONDICIONALES

Asi que:

_ Sieoe=R)kp(1-p)* _ Si_o(z=k)k _ r(z=1)(z+1) _
he) = = papr = %1 =" m &

D=

Por lo tanto:

EXY | X4Y]=1[(X+Y)?—(X+Y)]

1
6

4.3. Definicién general de la esperanza condicional

Las propiedades que caracterizan a la esperanza condicional en el caso discreto moti-
van la siguiente definicién general:

DEFINICION 4.9 (Esperanza condicional de una variable aleatoria dada otra
variable aleatoria). Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y'Y cualquier
variable aleatoria. Si existe una funcién boreliana h : R — R tal que h(Y) es una
variable aleatoria de esperanza finita y E[f(Y)h(Y)] = E[f(Y)X] para cualquier
funcién boreliana acotada f : R — R, entonces se dice que h(Y') es una version de la
esperanza condicional E[X | Y] y se define E[X | Y| =h(Y) y E[X |Y =y] = h(y)
para cualquier y € R.

PrROPOSICION 4.10. Sea X wuna variable aleatoria de esperanza finita, Y cualquier
variable aleatoria y h : R +— R una funcién boreliana tal que h(Y) es una variable
aleatoria de esperanza finita. Entonces h(Y') es una version de la esperanza condi-
cional E[X | Y] si y solo si E[Ig(Y)h(Y)| = E[Ig(Y)X] para cualquier conjunto
boreliano B de R.

Demostraciéon

Si A(Y) es una versién de la esperanza condicional E [X | Y] entonces E [f(Y)h(Y)] =
E[f(Y)X] para cualquier funcién boreliana acotada f : R +— R, asi que, en particular,
EIg(Y)h(Y)] = E[I5(Y)X] para cualquier conjunto boreliano B de R.

Supongamos ahora que E [I5(Y)h(Y)] = E [I5(Y)X] para cualquier conjunto bore-
liano B de R y sea f : R — R una funcién boreliana acotada no negativa.

Sabemos que existe una sucesién no decreciente f,, de funciones no negativas de la
forma f, = ZZZ ankla,,, en donde A, es un conjunto boreliano de R y a,; es un
niimero real positivo. Para cada n € N, se tiene:

Elfa(Y)RY)] = B[22 ankla,, (Y)A(Y)]
= 2521 @k [La, (V)Y = 3200 ank B 14, (V) X]
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— B[S, anela, (V)X] = E[f,(Y)X]
Por lo tanto:
E[fn(Y)RT(Y)] = E[fa(Y)RT(Y)] = E[fo(Y)XT] = E[fo(Y)X"]
Tomando limites, se obtiene:
E[f(Y)h(Y)] = E[f(Y)I* (V)] - E[f(Y)hH(Y)]
=E[fXT]-E[fY)X | =E[f(Y)X]
Si f:R — R es una funcién boreliana acotada, entonces se tiene:
E[f(Y)h(Y)] = E[f+(¥)(Y)] - E[f~(Y)A(Y)]
=E[f*(V)X] - E[f~(V)X] = E[f(Y)X]

Lo que demostramos en la seccién anterior es que, en el caso en que X y Y sean
variables aleatorias discretas y X tenga esperanza finita, existe una versién de la
esperanza condicional F [X | Y], a saber, h(Y'), en donde h es la funcién definida por
h(y) = > p xrfxy(x | y), en donde x1, o, ... son los posibles valores de X y fxy es
la funcién de densidad condicional de X dada Y.

La siguiente proposiciéon generaliza este resultado:

PROPOSICION 4.11. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas y g : R? — R una
funcion boreliana tal que g(X,Y) tiene esperanza finita. Definamos la funcion:

hy) = > 9(wr, y) fxpy (2 | y)

en donde x1,%s, ... son los posibles valores de X. Entonces h(Y') es una version de
la esperanza condicional E [g(X,Y) | Y].

Demostracion

Demostremos primero que h estd bien definida. En efecto, si 41, 9, . . . son los posibles
valores de Y, se tiene:

225 2k l9(@r, g | PIX = 2, Y = 5] = Eg(X, V)] < o0
Por lo tanto, Y, |g(zk, y)| P [X = xx,Y = y] < 0o para cualquier y € R.

De manera que, si P[Y =y] > 0:
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S o) e (i | 9) = Sy o) Py
= sz 2k 19wk Y)| PIX = 14, Y = y] < 00

Demostremos ahora que la variable aleatoria h(Y') tiene esperanza finita. En efecto,
se tiene:

ER(Y)] =35 M) PIY =] < X, 3 lg(ww, y)| Zopas P [y = y))
=22 2 19@e y) | P[X =2, Y = yj] = Efg(X,Y)] < o0

Sea ahora f : R — R cualquier funcién acotada. Se tiene entonces:
E[f(Y)R(Y)] = X, ) hly;) P[Y =]

=2 1) 2ok 9(@n, v ) P (X = 2, Y = ]

=2k S W9, y)) P[X =21, Y = y;] = E[f(Y)g(X,Y)]

Obsérvese que, si P[Y =y|] > 0, el valor de E [g(X,Y) | Y = y] = h(y) coincide con
el que se obtiene aplicando directamente la definicién, es decir:

Elg(X,Y) Y =y] = pp=E [9(X,Y ) iy—y]

Obsérvese también que como dos versiones de la esperanza condicional F [g(X,Y) | Y]
son iguales con probabilidad 1, entonces, si H(Y') es cualquiera de esas versiones, se
tiene:

P[X=x,,Y =
H(y) = 3o, 9wy, y) Epn=
para cualquier y tal que P[Y = y] > 0.

EJEMPLO 4.12. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de pardmetro p. Encuentre:

a) Emin(X,Y) | Y]

b) Eméx(X,Y) | Y]

Solucion

a. Paray =€ {0,1,...}, se tiene:

S22 g min(k, y) XSRS = 520 ik, )P [X = K]
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= 2h—o KP[X = K[+ 32, yP[X = K]

=Py o k(1 =p)F +py >, (1 —p)F

— 1=p _ py+l(q _ +1 _ +1 _ 1-p 11 _ +1
=P -EE1-p) +y(l-p)t = S(1—p)r.

P
Por lo tanto, E [min(X,Y) | Y] = Tp — (1 =p)"*
b. Paray € {0,1,...}, se tiene:

S méx(k,y)w S ymax(k, y)P [X = k]

P—]
= YU yPIX =K+ 332 kP [X = k]
=py > iso(l—p)F +p >3, k(1 —p)
—y—y(1—p’+y(1-p’+L1-p""
=y+i(1-p""

Por lo tanto, Eméx(X,Y) | Y] =Y + %(1 —p)' .
A

Obsérvese en el ultimo ejemplo que si y es un numero real tal que P[Y =y| > 0
entonces F [min(X,Y) | Y = y| es simplemente la esperanza (no condicional) de la
variable aleatoria min(X,y). Este resultado se puede generalizar. En efecto, si X
y Y son dos variables aleatorias discretas independientes, y un nimero real tal que
PlY =9 >0y g :R?*+— R una funcién tal que g(X,Y") tiene esperanza finita,
entonces, denotando por 1, xs, ... a los posibles valores de X, se tiene:

E[g(X,Y) Y =y =3, glar, y) o5 = 3, g(a, y) P [X = 2]

= E[g9(X,y)]

Es decir, la esperanza condicional de ¢g(X,Y), dado que Y = g, es simplemente la
esperanza (no condicional) de la variable aleatoria g(X,y).

La existencia de una version de la esperanza condicional de cualquier variable aleatoria
de esperanza finita, dada otra variable aleatoria cualquiera, es un resultado que puede
probarse. Sin embargo, la demostracién general requiere de resultados que rebasan
el nivel de este libro. Por tal motivo tinicamente se enuncia aqui el resultado general
sin prueba.
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TEOREMA 4.13. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y 'Y cualquier va-
riable aleatoria. Eriste entonces una funcion boreliana h : R — R tal que h(Y') es una
version de la esperanza condicional F [ X | Y]. Ademds, dos versiones de la esperanza
condicional de X con respecto a'Y son iguales con probabilidad 1.

La siguiente proposiciéon muestra que la esperanza condicional tiene propiedades si-
milares a las de la esperanza no condicional. Se muestra también que tiene las pro-
piedades que podrian esperarse con una buena definicién, por corresponder a la idea
intuitiva del concepto, por ejemplo, una buena definicién de la esperanza condicional
deberfa ser tal que si X y Y son independientes entonces el hecho de que Y tome
un cierto valor y no deberfa alterar el valor esperado de X, es decir deberfa de te-
nerse F [X | Y] = E[X]. Finalmente, se muestran otras propiedades especificas de la
esperanza condicional, las cuales no resultan evidentes a partir de la idea intuitiva.

PROPOSICION 4.14. Sea Y cualquier variable aleatoria. Se tienen entonces las si-
guientes propiedades:

(i) E'[c|Y] = ¢ para cualquier constante c.
(ii) E[cX | Y] = cE[X | Y] para cualquier constante ¢ y cualquier variable
aleatoria X de esperanza finita.
(i) F[ X1+ X2 | Y] = E[X1 | Y]+ E[X2 | Y] para cualquier par de variables
aleatorias X, y Xo de esperanza finita.
(iv) Si X es una variable aleatoria de esperanza finita, entonces:
BE[X | Y] = E[X]
(v) Si X es una variable aleatoria de esperanza finita y Z = g(Y'), entonces:
BIE(X |Y)|Z] = E(X | 2)
(vi) Si X es una variable aleatoria de esperanza finita e independiente de Y,
entonces:
EX |Y]=F[X]

(vii) Si X es una variable aleatoria no negativa de esperanza finita, entonces, con
probabilidad 1, E [X | Y] es no negativa.

(viii) Si X es una variable aleatoria de esperanza finita y g : R — R es una fun-
cion boreliana tal que g(Y)X es una variable aleatoria de esperanza finita,
entonces g(Y)E [X | Y] tiene esperanza finita y

Elg(Y)X | Y] = g()E[X | V]
(ix) Si X es una variable aleatoria de varianza finita, entonces Z = E[X | Y]
también tiene varianza finita.

Demostraciéon

Las demostraciones de 7, it y 177 se dejan como ejercicio.
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1v es un caso particular de una de las propiedades que caracterizan a la esperanza
condicional. De manera especifica, sabemos que la esperanza condicional E [X | Y]

tiene la propiedad de que E [f(Y)E [X | Y]] = E[f(Y)X] para cualquier funcién f
acotada. En particular, considerando la funcién f =1, se tiene £ [E[X | Y]] = E [X].

Para probar v, sean hi(Y) = E [X | Y], ho(Z) = E[h(Y) | Z] y f : R +— R cualquier
funcion boreliana acotada. Se tiene entonces:

ELH(Z)ha(2)] = ELF(Z)()] = E[(f 0 g)(Y )hu(Y)]

— E[(f 0 9)(YV)X] = E[f(%)X]

Por lo tanto, F [E(X |Y) | Z] = ha(Z) es una versién de E [X | Z].

Para probar vi, sea f : R — R cualquier funcién boreliana acotada. Se tiene entonces:
E[fV)X]=E[fY)]E[X]=E[f(Y)E[X]]

Por lo tanto, F [X] es una versién de F' [X | Y.

Para probar vii, sea h(Y) = E[X | Y] y, para cada n € N, definamos:
B,={yeR:h(y) <-1}

Entonces:

0 < E[I5,(Y)X] = E [Ip,(Y)h(Y)] < = P[Y € B,) = =1 P [h(Y) < —]
Asi que P [h(Y) < —%] = 0 para cualquier n € N.

Por lo tanto:

PR(Y)<0 =2, P[pY)<-1]=0

Es decir:

Ph(Y)>0]=1

Para probar viii, supongamos primero que X y g son no negativas y sea Z una version
de la esperanza condicional de X con respecto a Y. Sabemos que existe una sucesién
no decreciente g,, de funciones no negativas de la forma g, = >, anrla,,, en donde
A, es un conjunto boreliano de R y a,, es un nimero real positivo. Para cada
conjunto boreliano B de R y n € N, se tiene:

E[Ip(Y)gn(Y)Z] = E[Ip(Y) 22121 ankla,, (Y)Z]
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= > o a E[Ig(Y) 14, (Y)Z] = >0 ane B [I5(Y )14, (Y)X]

= E[Ip(Y) 3200 anla,, (Y)X] = E[Ip(Y)g,(Y)X]

Tomando limites, se obtiene:

E[I(Y)g(Y)Z] = lmy.oo E [I5(Y)gn(Y) Z]

e B [I5(Y)ga(Y)X] = B [[5(Y)g(¥)X]

Asi que g(Y')Z tiene esperanza finita y es una versién de F [¢(Y)X | Y].

Para el resultado general, se puede escribir

g(Y)X = [g"(¥) — g~ (V)] (X* — X°)

=g (V)X +g (V)X —g"(Y)X™ —g (V)X

Ademds, (9(Y)X)" = g"(V)X" + g (V)X y (9(Y)X)” = g"(Y)X™ + 97 ()X,
asi que, como X y ¢(Y)X tienen esperanza finita, X, X~ g7 (Y)X™, g7 (Y)X,

g7 (Y)X™ y g~ (Y)X™ también tienen esperanza finita, por lo tanto se puede aplicar,
en cada caso, la primera parte de la demostracién.

Para probar iz, obsérvese que X2 — Z2 > 2Z(X — Z) y, para cada n € N, sea
Wy, = I_y(Z). Se tiene entonces W, X? — W, Z* > 2W,,Z(X — Z). Pero, como W,
y W, Z son variables aleatorias acotadas que dependen de Y, se tiene:

W,.E[X?|Y]-W,Z22=E[W,X?|Y]| - E[W,Z%|Y]
>2EW,Z(X - 2Z)|Y]|=2W,ZE[(X - Z)|Y]=0
Asi que, para cualquier n € N:

W,Z? <W,E[X?]|Y]

de lo cual se obtiene, tomando limites cuando n ~ co, Z2 < E [X? | Y]. Finalmente,
tomando esperanzas en ambos miembros de la tltima desigualdad, se concluye que:

E[7?] < E[X? < o0

EJEMPLO 4.15. Sea X wuna variable aleatoria de esperanza y wvarianza finitas, Y
cualquier variable aleatoria y Z = E[X |Y]. Demuestre que a) E [(X — Z)2} =
EX?*—Z% yb) Var (X — Z) =Var(X)—Var (2).
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Solucion
a. E[(X -2 |Y]=E[X?-2XZ+Z?|Y]
=FE[X?|Y]|-2ZE[X | Y]+ 22
=E[X?|Y]|-22*+2*=E[X*-Z|Y]
Asi que, tomando esperanzas:
E[(X-2)"] =B[X?- 77
b. Tomando en cuenta que FE [X| = E[Z], se tiene:
Var(X - 2)=E[(X - 2)’] - (E[X - Z)))=E[(X - 2)°]
= E[X?| - B[Z*] = E[X?] - (E[X])’ - E[Z°] + (E[2))"
=Var(X)—Var(2)

EJEMPLO 4.16. Sean X una variable aleatoria de esperanza y varianza finitas, Y
cualquier variable aleatoria y h(Y') = E [X | Y]. Demuestre que E [(X — h(Y))2] <
E[(X - g(Y))2] para cualquier funcion g tal que g(Y) tenga esperanza y varianza
finitas.

Solucion

Por el inciso a del ejemplo anterior, se tiene:

E[(X = h(Y))’] = E[X*] = E[R*(Y)]

Por otra parte:

E[(X —g(Y)*|Y] = E[X*=2Xg(Y) + ¢*(Y) | Y]
=E[X?[Y]-29Y)E[X | Y]+ g*(Y) = E[X? | Y] = 29(Y)h(Y) + g*(Y)
Ast que:

E[(X = g(Y))*] = E[X?] = 2E [g(Y)h(Y)] + E[¢*(Y)]

De manera que:

E[(X = g(Y)*] = E[(X = h(Y))’] = E[R2(Y)] = 2E [g(Y)h(Y)] + E[¢*(Y)]

= E[R*(Y) = 2g(Y)W(Y) + g*(YV)] = E [(h(Y) — 9(Y))?] 20
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Obsérvese que el tltimo ejemplo muestra que, cuando se conoce Y, F[X | Y] es un
buen estimador de X en el sentido de que, entre todas las funciones g tales que g(Y")
tiene esperanza y varianza finitas, F [X | Y] minimiza el valor de E [(X — g(Y))z].
Por tal motivo se puede decir que, conociendo el valor de Y, E[X | Y] es el mejor
estimador de X en el sentido de la media cuadratica.

4.4. Esperanzas condicionales en el caso absolutamente continuo

Al igual que en el caso discreto, se puede dar la forma explicita de la esperanza
condicional en el caso absolutamente continuo. La demostracién de que efectivamente
se obtiene una versiéon de ésta requiere de algunos detalles técnicos sobre la interal
de Lebesgue. Por tal motivo, primero consideraremos un ejemplo en el cual no se
presentan esos detalles técnicos y después demostraremos el resultado general.

EjEMPLO 4.17. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial de pardmetro A. Sea Z =Y — X y definamos:

h(z) :{ oo w B si f2(2) > 0

0 en otro caso

Demuestre que h(Z) es una version de la esperanza condicional FE [X | Z].
Solucion

Se tiene:

)\26—/\,26—2)\:2

fxz(x,2) = fx(x)fy(z + 1) = { 0

stx>—z,x>0
en otro caso

Por lo tanto:

fooo Ne e 2Ty g 2> () e siz>0
foz Ne e 220y g1 2 <0

fz(z) =

B fooo 2 ze 2 My stz>0
h(z) = { fi Aze 2@+ dy g 2 <0

foo 2 re Py stz>0 L stz>0
— 0, —{ 2
Jo 2M @ — z)ePde siz <0 a3 — 2 s12<0

= % — ZI(_OQO](Z)

Ast que, W(Z) = 55 — Z1(—00)(Z).



4.4. ESPERANZAS CONDICIONALES EN EL CASO ABSOLUTAMENTE CONTINUO 167

Evidentemente h(Z) es una variable aleatoria. Ademds:

S I f2)dz = [3° |72 o552 dal ()

< 22 ] B () dads = [, [, ol fao, 2)dad
=F[X]|] < >

Ast que, h(Z) tiene esperanza finita.

Sea ahora f: R — R cualquier funcion boreliana acotada. Se tiene entonces:
E[f(Z2)NZ)] = [, f(2)(2) fz(2)dz = [° f(2) [ v fx.z(x, 2)dxdz

= %[5 f(2)afx z(x, 2)dedzE [f(Z)X]

Por lo tanto, h(Z) es una versién de la esperanza condicional F [X | Z].

A

PROPOSICION 4.18. Sea (X,Y') un vector aleatorio absolutamente continuo con fun-
cion de densidad conjunta fxy. Para cada y € R, definamos la funcion x —
Ifxpy (x| y) de la siguiente manera:

fx,v (z,y) .
Fee(e | ) = { Lr@a) i fy () > 0

fx(z)  en otro caso

Entonces, para cualquier y € R, la funcion x — fxy(x | y) es una funcion de

densidad.

Demostracion

La funcién = — fx|y(x | y) es no negativa y se tiene:

ffooo Ixy (@ | y)de = { fyogy) f fxy(z,y)dz sify(y) >0

I fX( Ydx en otro caso

_ fyogy)fY(y) si fy(y) >0
B f fx(z)dx en otro caso

PROPOSICION 4.19. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con fun-
cion de densidad conjunta fxy y g : R? — R una funcion boreliana tal que g(X,Y)
tiene esperanza finita. Definamos la funcion h : R — R de la siguiente manera:
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0o si fy(y) >0y
hy) = 4 S 9@y @ et G0 g < oo

0 en otro caso
Entonces h(Y') es una version de la esperanza condicional E [g(X,Y) | Y].

Demostraciéon

Recordemos que, siendo la funcién fxy integrable, por el teorema de Fubini, el con-
junto de puntos y € R para los cuales la funcién = — fxy(x,y) no es integrable,
tiene medida cero. Ademas:

fr(y) = { S fxy(@y)de st [70) fxy(@,y)de < oo

en otro caso

Definamos los siguientes conjuntos.

A={yeR: fy(y) >0}

B={yeR: [ lg(@. )| frr(z.y)do < oo}

C= {y eR: [T fxy(z,y)de < oo}

D, ={x eR: fxy(z,y) > 0}

Como mencionamos antes, C° tiene medida cero. Adema4s:
2 o 9@ y)| fxy (2, y)dady < oo

Asi que, por el teorema de Fubini, B¢ tiene medida cero.

Por otra parte, si y € A°NC', entonces ffooo fxy(z,y)dx =0, asi que D, tiene medida
cero.

También por el teorema de Fubini, i es una funcién boreliana, asi que h(Y’) es una
variable aleatoria.

Demostremos que h(Y') tiene esperanza finita. En efecto, se tiene:
JZ2 RO W)y = [y pee 1P|y (y)dy
< Jansno [ oo 19(@, 9] fxy (2, y)dady

< % L7 lg(z,y)] fxy (2, y)dady < oo
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Sea f : R — R cualquier funcién boreliana acotada. Entonces:
E[fY = [Z FWh(y) fr (y)dy
= fAmBmC fy) ff; 9(z,y) fxy (z,y)dady
= Janc ff‘; FW)g(a,y) fxy (@, y)dedy
= Janc fD g(x,y) fxy (@, y)dedy
= Jo Jp, FW)9(@,y) fxy (2, y)dzdy
= Jo 7o FW)a(,y) fxy (w, y)dady

= [%0 oo FW)g(e,y) fxy (x, y)dady = E[f(Y)g(X,Y)]

Asf que h(Y') es una versién de la esperanza condicional E [g(X,Y) | Y].

Recuérdese que, si h(Y') es una versién de la esperanza condicional E [X | Y], se define
E[X |Y =y] = h(y) para cualquier y € R. De manera que dado el vector aleatorio
(X,Y) y la funcién ¢ de la tltima proposicién, se tiene:

) si fy(y) >0y
Blg(X,v) |V =y = { Jd@bav(@lyde o h 0 (o y)de < oo
0 en otro caso

Debe observarse que la definicién h(y) = E[g(X,Y)|Y =y] = 0 en los puntos

y ¢ {yeR: fy(y) >0} N {y eR: [T |g(z,v)| fxy(z,y)dz < oo} no tiene influ-

encia sustancial en la definicién de F [g(X,Y) | Y] pues la probabilidad de que Y
tome valores en ese conjunto es cero. En efecto, si A = {yeR: fy(y) >0} y

B= {y eR: [T gz, )| fxy (2, y)de < oo}, se tiene:

PlY € A = [,. fy(y)dy =

Por otra parte, se tiene:

2 [ 9@, y)] fxy (@, y)dady < oo

Asi que, por el teorema de Fubini, B¢ tiene medida cero. Por lo tanto:

PlY € B = [, fy(y)dy =0
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EJEMPLO 4.20. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta
dada por:

2 _—\x .
f(x,y)z{)\e si0<y<uw

0 en otro caso.
Encuentre a) E[X | Y], b) Ele X |Y], ¢) E[le &) | Y] yd) E[e™* | Y].
Solucion

e Mdy siy >0 e ™M sy >0
o - { & AT Eoa

en otro caso 0 en otro caso

Por lo tanto:

[Z Ape e Vdz siy >0

FIX|Y = — Y
[ | y] {O en otro caso

. y+§ sty >0
10 en otro caso

Ast que, E[X | Y] =Y + 1.

—To —Xz—y)
b.E[e‘X\Y:y}:{f e dr siy>0
en otro caso

A -y ;
_ ) g€ sty >0
0 en otro caso

Asi que, E [e X | Y] = /\Lﬂe*y.

¢. Las variable aleatorias e~ y e=X=Y) tienen esperanza finita. Por lo tanto:

Ele X Y] =E[e ¥ |Y]=e"E[e ™ |Y] = ey/\iﬂe Y= HLA

e e Vdr siy >0
CEleXY Y =y = fy
d [6 | y] { 0 en otro caso

IR ;
D B vl siy >0
0 en otro caso

Asi que, E[ XY Y] = A+Y eV,

EJEMPLO 4.21. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre a) E[XY | X] y b) E[X | XY].
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Solucion

o. E[XY | X]=XE[Y | X]=XE[Y]=1X

L so<v<z<l1

b. fxxv(z,v) = ﬁfX,Y(x’ )= { 6 en otro caso

en otro caso

11 .
fxy(v) = f_oooo [xxv(z,v)de = { (J); ;dl‘ st0<v<l

B —Inv st0<wv<l1
10 en otro caso

E[X | XY =] = —f;ﬁdaf si0<v<l
0 en otro caso

Inv
0 en otro caso

{”1 si0<v<l

Ast que, E[X | XY] = lf(g&l).

EJEMPLO 4.22. Sean X yY dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta
dada por fxy(x,y) =4day si0<zx <lyzr<y<lio-l<az<Oyzr<y<O0.
Encuentre E[X +Y | Y — X].

Solucion

Fxivy-x(u,v) = 5 fxy (52, “2)

CfsWr=?) siv—2<u<-—v<060<v<u<-v+2
- en otro caso

EX+Y|Y —-X =0

_ 2fy+x(v) (f;; u(u? —UQ)du+fva+2u(u2 —v2)du> si0<v<1
0 en otro caso

=0

Asi que, E[X+Y |Y — X] =0.

EJEMPLO 4.23. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre a) Emin(X,Y) |Y] y b)
FEmax(X,Y) | Y].
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Solucion

a. Emin(X,Y) Y =y

Y

B fol min(z, y) fXJ;Y((;)’y)dx si0<y<1
0 en otro caso

_ fol min(z,y) fx(z)der si0<y<1
0 en otro caso

B foymdm—i-fylydm si0<y<l [y—1y® si0<y<l1
Lo en otro caso | 0 en otro caso

Por lo tanto, E [min(X,Y) | Y] =Y — 1Y2
b. E[max(X,Y) | Y] = E[X +Y — min(X,Y) | Y]
— E[X]+Y — Emin(X,Y) | Y]

=14y - (Y -1y} =1(1+YV?) N
Obsérvese en el tltimo ejemplo que si y es un nimero real tal que fy(y) > 0 entonces
Emin(X,Y)|Y = y| es simplemente la esperanza (no condicional) de la variable
aleatoria min(X,y). Al igual que en el caso discreto, este resultado se puede gene-
ralizar. En efecto, si X y Y son dos variables aleatorias absolutamente continuas
independientes, y un ntimero real tal que fy(y) > 0y ¢ : R? — R una funcién tal que
9(X,Y) y g(X,y) tienen esperanza finita, entonces se tiene:

Elg(X, Y)Y =y = [% gl 9) 250 dr = [%_ g(z,y) fx(x)dz

= Eg(X,y)].

Es decir, la esperanza condicional de ¢(X,Y'), dado que Y = y, es simplemente la
esperanza (no condicional) de la variable aleatoria g(.X,y).

EJEMPLO 4.24. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion normal estdndar. Encuentre E [X™ | X? + Y?] para cualquier n € N.

Solucion

Busquemos una funcion h tal que E[h(X? +Y?)f(X?>+Y?)] = E[f(X?>+Y?)X"]
para cualquier funcion f acotada.

Como X2 +Y? tiene distribucion exponencial con pardmetro A = %, se tiene:

1
27
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E(X2+ Y2 F(X2+Y2)] = L [2h(z)f(2)e 3 dz.
Ef(X2+Y)X" = [ % f(a® +y?)ame 2@ ) dxdy

= I )r" cos™ Be~ 2" rdfdr = = = fo% r L (r2)em2" cos™ Odfdr
=C fooo r”*lf(rz)e_%ﬁdr = % fooo z%"f(z)e_%zdz
en donde C = & fo% cos™ 0db.
Por lo tanto, h(z) = Cz2". Es decir:
EX"| X2+ Y =C(X?+Y?)?
Para n impar, se tiene fo% cos™ fdf = 0.

Para n par, se tiene [ cos™ 0df = + cos"t fsent + "L [ cos"20df. Asi que:

§1720df = .. = 2o lop 0l on

27 _
cos™ 0df = == 3
f n 2:4---n 271[(@)!]

0 0

Por lo tanto:

n! 2 22 .
E[X"|X2+Y2r{ S YD sin e par
0

st m es impar

4.5. Distribuciones condicionales

Como lo mencionamos con anterioridad, al igual que toda funcién de densidad, la
funcién de densidad condicional de una variable aleatoria discreta X define una dis-
tribucién, la cual es llamada la distribucién condicional de X dada Y.

EJemMPLO 4.25. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
Jjunta dada por:

2  gr< z,y €{l N}
_J Ny TV YLY Y
fxy(z,y) { 0 en otro caso

en donde N es un entero positivo.

Encuentre la funcion de densidad condicional de a) X dado que Y =y, para y €
{1,...,N}, y b)Y dado que X =z, para x € {1,...,N}.
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Solucion

N
a. fr(y) = X0 frv (@) = S0 5 = woemY

size{l,...,y}

1
_ Ixy(@y) y
fX\Y(m ‘ y) Y () { 8 en otro caso

Ast que, dado que Y =y, X tiene distribucion uniforme en el conjunto {1,...,y}.
N N
b. fx(z) = Zy:l Ixy(z,y) = Zyzx N(]\2f+1) = N(J\2f+1) (N+1-ux)

— fX,Y(mvy) — { N“rll*:lj Szy € {JI,,N}

fY|X(y | x) = " fx(@) 0 en otro caso

Ast que, dado que X =z, Y tiene distribucion uniforme en el conjunto {x,..., N}.

EJEMPLO 4.26. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de pardmetro p y sea Z = min(X,Y). Paray € {0,1,...},
encuentre la funcion de densidad condicional de Z dado que Y = y.

Solucion
Plmin(X,Y)=zY= Plmin(X,y)=z,Y= ’
fzy(z | y) = : (P[Yiy] i = 2 (p[;/):y] 4p [min(X, y) = 2]
P X=2 siz<y p(l—p)* size{0,...,y—1}
= PIX>z siz=y =< (1=p)F siz=y
0 en otro caso 0 en otro caso

A

Obsérvese en el tltimo ejemplo que si P[Y = y] > 0 entonces la distribucién condi-
cional de min(X,Y"), dado que Y = y, es simplemente la distribucién (no condicional)
de la variable aleatoria min(.X,y). Este resultado se puede generalizar. En efecto,
si X y Y son dos variables aleatorias discretas independientes, ¥ un mimero real tal
que P[Y =y] >0y g:R?— R cualquier funcién, entonces, para cualquier z € R,
se tiene:

Plg(X,Y)=z2Y= Plg(X,y)=2Y =
fg(X,Y)|Y(z | y) = ol p[y):y} Y = Pl PEJ}Z:Z] il — P [Q(Xa ?/) = Z]

Es decir, la distribucién condicional de g(X,Y’), dado que Y = y, es simplemente la
distribucién (no condicional) de la variable aleatoria g(X,y).

COMENTARIO 4.27. En general, dadas dos variables aleatorias discretas, X y Y, la
distribucion condicional de g(X,Y'), dado que Y =y, es también la distribucion de
la variable aleatoria g(X,y), pero calculada tomando como funcion de densidad de X
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a la densidad condicional fx|y, la cual, en general, como se muestra en los ejemplos,
depende del valor de 'Y .

Para hacer ver la tultima afirmacion, sean X y 'Y dos variables aleatorias discretas,
y un nimero real tal que P[Y =y] > 0 y g : R? — R cualquier funcién. Entonces,
para cualquier z € R, se tiene:

Plg(X,Y)=2Y= Plg(X,y)=2Y=
faxmyy(z | y) = [9( P{y):y] v [g(PE/})/:y] Yl

P[X=zY=y]
= Dlwgleg)=s} PVl = 2fwgeay=2} Tx1v (@ ).

También se tiene:

Foyxyyv(z|y) =Pg(X,)Y)<z|Y =y|=FE [I[g(x,y)gz] Y = y]

=F []{(u,v):g(u,v)gz}(X> Y) | Y = y] = Zx I{(u,v):g(u,v)gz} (CE’, y)fX\Y(x | y)
=20 Luguyy <3 (@) fxpy (2 | y)

Es decir, Fyxyyy(z | y) es la funcion de distribucion de la variable aleatoria g(X,y)
calculada tomando como funcion de densidad de X a la funcion de densidad condi-
cional fxy.

El comentario 4.27 muestra que la distribucién condicional de una funcién ¢(X,Y)
de dos variables aleatorias discretas, X y Y, dado que Y = y, se puede tratar como
una distribucién no condicional si sustituimos a la funcién de densidad de X por la
funcién de densidad condicional fx|y. Como se muestra en la siguiente proposicion,
esta propiedad se extiende incluso a la férmula que da la esperanza de una variable
aleatoria en términos de la integral de su funcién de distribucion.

PROPOSICION 4.28. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas, y un nimero real
tal que PlY =y] > 0 y g : R? — R una funcion tal que 9(X,Y) tiene esperanza

finita. Entonces [ [1— Fyxyyv(z | y)]dz < ooy [77 Fyxyyy(—2 | y)dz < co y se
liene:

Elg(X,Y) 1Y =y = [ [1 = Faxyyw (2 [ 9)] dz = [§7 Fyexvyy (=2 [ y)dz
Demostracion
Sean 1, xs, ... los posibles valores de X. Por el corolario 2.43, se sabe que:
Silg(@e, v)| fxpy(zn | y) < oosiysdlosi [ [1— Fyxyyy(z|y)]dz < oo

fooo Fg(XX)IY(_Z | y)dz < oo
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S 9@y fxy(@e [ y) =[5 [1— Fyxyyv(z|y)]dz— I (1= Fyxy)v(z|y)] dz
Pero, como g(X,Y’) tiene esperanza finita, se tiene ), |g(xx, )| fxjy(zr | ) < o0y
ElgX,Y)|Y =yl =>, 9(xr,y) fx)v(xx | y), de lo cual se obtiene el resultado.

]
EJEMPLO 4.29. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion geométrica de pardmetro p. Para x € {0,1,...}, encuentre la funcion de

densidad condicional de X dado que X +Y = z e identifique la correspondiente
distribucion condicional.

Solucion

_ P[X=2,X+Y=z] _ P[X=z]|P[Y=z2—x]
fX\X+Y($ | 2) = P[X+Y=z] = P[X+Y=:]

(z4+1)p2(1—p)*

{M sized0,..., 2}

en otro caso

1 .
_ o7 siwed{0,....2}
0 en otro caso

Ast que, dado que X+Y = z, X tiene distribucion uniforme en el conjunto {0, ..., z}.
A

Para definir el concepto de distribucién condicional en el caso absolutamente continuo

se requiere de la siguiente definicion:

DEFINICION 4.30 (Probabilidad condicional de un evento dada una variable

aleatoria). Si A es un evento cualquiera y Y cualquier variable aleatoria, se define:

PIA|Y]=FE[l4]Y]

Sea (X,Y’) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcién de densidad con-
junta fxy. Para cada y € R definamos la funcién = — fxy(z | y) de la siguiente
manera:

fx,v(z,y) )
Ixy(x|y) = { Ny S fr(y) >0

fx(z)  en otro caso

Obsérvese que, para cualquier y € R, la funcién « — fxy(z | y) es una funcién de
densidad. Ademds, si fy(y) > 0:

PIX<2|Y =y =E [ ow(X)| Y =]
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Por lo tanto, al igual que en el caso discreto, resulta natural definir a la funcién
z — fxyy(z | y) como una funcién de densidad condicional de X dado que
Y =y y a la distribucién que define como la distribucién condicional de X dada
Y. También definimos a la funcién = — Fxjy(z | y) = P[X <z |Y = y| como la
funcién de distribucién condicional de X dado que Y =y.

COMENTARIO 4.31. Obsérvese que, al igual que en el caso discreto, la definicion de
una funcion de densidad condicional, en el caso absolutamente continuo, estd acorde
con la definicion de la esperanza condicional. En efecto, si y es un nimero real tal
que fy(y) > 0 y g : R? — R una funcion tal que g(X,Y) tiene esperanza finita y
7 19(@, y)| fxy (x| y)da < oo, entonces se tiene:

Elg(X.Y)|Y =y = [ glw,y) B0 dqp = [ g(z,y) fxy (x| y)do

Es decir, dado que Y =y, la esperanza condicional de g(X,Y) es la esperanza de
la variable aleatoria g(X,y) calculada tomando como funcion de densidad de X a la
densidad condicional fx|y.

EJEMPLO 4.32. Sean X yY dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta
dada por:

Ne ™ gi0<y<ux
flay) = { 0 en otro caso

Encuentre a) la distribucion condicional de X dado que Y =y, paray >0, y b) la
distribucion condicional de 'Y dado que X = x, para x > 0.

Solucion
0 fyoo NeMdr siy >0 [ A siy>0
Y 0 en otro caso 0 en otro caso
Fxy(x | y) = f y st fy(y) >0 _ ,\/\266:;; si0<y<uw
| 0 en otro caso 0 en otro caso

. Ae—y) gi0<y<um
o 0 en otro caso

Por lo tanto, dado que Y =y, X — y tiene distribucion exponencial de pardmetro \.

b fx(z) = {fo MeMdy siz >0 :{/\%6_’“ six >0

en otro caso 0 en otro caso
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fxv(z,y) . \2p—Ae .
. S? z) >0 S — si0<y<z
leX(y | x) — fX(x) fX( ) = A ge—rz y
0 en otro caso 0 en otro caso

L sio<y<a
— X
0 en otro caso

Por lo tanto, dado que X =z, Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0, ).

EJEMPLO 4.33. Sea (X,Y) un wvector aleatorio con distribucion normal bivariada
con vector de esperanzas (jix, ity ), vector de varianzas (0%, 0% ) y coeficiente de cor-
relacion p. Demuestre que la distribucion condicional de Y, dado que X = x, es
normal con media piy + pZ=(x — px) y varianza o2.(1 — p?).

Solucion

L(Q} _ )2 1 T—px 2 4 Y=y 2 —9 (E—px)y—py)
20% Hx 2(1—p?) ox oy P oxoy

2 2
_ 1 1 2 (z—p y—p (z—px)y—py)
- V2moy\/1—p2 xp {_2(1P2) |:p ( UXX> + < UYY) o 2p o?(xa'y - :| }

[ 2
_ 1 1 2 9 [z— 2 (z—px)y—py)
s st [t (52 0y tegna)
1 1 [ I 2
N xr— X
V2moy+/1—p? Xp _20'12)/(1_P2) _(y n MY) ~ Py < 79X >:| }

r 2
N S 1 _ Y (o
o V2moy+/1—p? eXp { 2‘7%/(1_92) _y (/LY + po’i (:U MX))] }

EJEMPLO 4.34. Sea (X,Y') un vector aleatorio con distribucion normal bivariada con
vector de esperanzas (0,0), vector de varianzas (1,1) y coeficiente de correlacion ;.
Encuentre e identifique la distribucion de 2X +Y dado que 2Y — X = z, para cualquier
z € R.
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Solucion

El vector (2X +Y,2Y — X) se obtiene del vector (X,Y) mediante una transforma-
cion lineal invertible. Por lo tanto, la distribucion de (2X +Y,2Y — X)) es también
normal bivariada. Dado que 2Y — X = z, 2X 4+Y tiene entonces distribucion normal
con media fiyx vy + ij)y(j; (z — ,u2y_X) y varianza o3y .y (1 — p?), en donde p es el

coeficiente de correlacion de la pareja (2X +Y,2Y — X). Ademds, se tiene:

Poxty = Moy -x =0

Oixiy = 40% + 0, +4Cov(X,Y) =7

03y _x = 0x +40, —4Cov(X,Y) =3

Cov(2X +Y,2Y — X) = E[(2X + Y)(2V — X)]

= 3E[XY] - 2E[X? +2E[Y? = 3Cow(X,Y) — 20% + 202 = %

_ Cov(2X+4Y2Y-X) 1 21
02X4Y02Y X 14

Por lo tanto, dado que 2Y — X = z, 2X +Y tiene distribucion normal con media %z
Y vartanza %.

EjEMPLO 4.35. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion gama, X de pardmetros o y A\, Y de pardmetros B y \. FEncuentre la
distribucion condicional de X dado que X +Y = z, para z > 0. ;Cudl es el mejor
estimador de X, en el sentido de la media cuadrdtica, dado que X +Y = z7?

Solucion

fxxs+v(z,2) = fx(2)fy(z — 2)

Ae+B -1 —1,-X :
:{Wma (z—2)fle ™ si0<a<z

0 en otro caso

\ot+b at+p—1,-Xz .
fX+Y(Z)= { N e stz>0

0 en otro caso

1
Ixixsv(w | 2) = { g(“’m

Arebpelz — )7t si0<az <z
en otro caso
Observemos que si z es una constante positiva y U es una variable aleatoria con

distribucion beta de pardmetros o y 3, entonces una funcion de densidad de la variable
aleatoria zU estd dada por:
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L (I)a_l (1-%) si0<z<z

1 z

en otro caso

1 l—a—Bo-1(, _ \B—1 .
_ { T AR Gt ) si0 <z <z
0

en otro caso

Por lo tanto, dado que X +Y = z, % tiene distribucion beta con pardmetros o y 3.
Con base en este resultado, se tiene:

E[Z1X+Y =2]=%3

Asi que, E[X | X +Y =z| = 25.
De manera que, dado que X +Y = z, el mejor estimador de X, en el sentido de la

media cuadrdtica, es 2.
a+p

EJEMPLO 4.36. Sean X y Y wvariables aleatorias independientes, ambas con distribu-
cion exponencial de pardmetro A. Encuentre la distribucion condicional de X dado
que Y — X = z, para cualquier z € R.

Solucion
B [ Ne e gip > max(—2,0)
fxy-x(z,2) = fx(@) fr(z + 2) = { 0 en otro caso
Foox() = Jo N e e P dy siz >0 %/\6_’\2 stz >0
y-x\%) = f: MNe e 22Ty gi 2 <0 5/\6/\Z s12<0

2 e\ siz>0,2>0
Ifxyy-x(z]2)= 2N 2A@H2) g2 <0, > —2
0 en otro caso

Por lo tanto, dado que Y — X = z, X +z tiene distribucion exponencial con pardmetro
2X\ st 2 <0 y X tiene distribucion exponencial con parametro 2\ si z > 0.

EjEmMPLO 4.37. Sean X y Y wariables aleatorias independientes, ambas con distribu-
cion exponencial de pardmetro A. Encuentre a) una funcion de densidad condicional
de X +Y dado que Y — X = v, para cualquier v e R, y b) E [(X+Y)2 | Y—X}.

Solucion

a fxivy-x(uv) =3fx (52) fr (452
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B %)x?e_’\“ st —u<v<u,u>0
10 en otro caso

fr—x(v) = fooo Ixtvy-x(u,v)du = 2 >\2 Ndu = 2)‘ e Al

“Au—[v]) 4
fx+v,y —x (u,v) Ae stu > ‘U|
Ix4vy- x(u|v) = O { 0 en otro caso

Por lo tanto, dado que Y — X = v, X +Y — |v| tiene distribucion exponencial con
parametro .

b. DadoY — X =wv, sea Z = X +Y — |v|, entonces:

E[(X+Y)?|Y -X=v]=E[(Z+]))?*|Y - X =]

—E[Z2|Y - X =v]+ 2| E[Z|Y - X = 0] + ¢?
,\2"' 3 o] + v

Por lo tanto,E[(X—l—Y)ﬂY—X} :%—I—%\Y—X]—I—(Y—X)Z.

EjEMPLO 4.38. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (0,1) y sea Z = min(X,Y). Paray € (0,1),
encuentre la funcion de distribucion condicional de Z dado que Y = y.

Solucion

Obsérvese que la funcion de distribucion conjunta de Z yY no es absolutamente conti-
nua. En efecto, si lo fuera, se tendria P|Z =Y]| =0, pero P[Z=Y]=P[X >Y]| =
%. La distribucion de Z, dado el valor de Y, no puede entonces obtenerse mediante
la funcion de densidad condicional fz)y .

Se tiene:

Imin(x,y)>2) = Lix>2d[x52] = L2000 (X)L (2,00 (V)

Ast que:

Pmin(X,Y)>z|Y =y|=F [f[mfn(x,y)>z} Y = y}

= B [Iz00)(X) (2000 (Y) | Y = y} = [0 Lz00) (@) L2.00) (0) iy (| ) d

=y f(z,oo>($)f<z,oo>(y)f” = Jy Teo0) (@)1 (2 00) () fx () dl
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L 1 si2<0
= i Ieny@)en(y)de=¢ 1—2 si0<z<y
0 812>y
Por lo tanto:
0 s12<0
Fay(z|y)=Pmin(X,Y)<z|Y=yl=q 2z si0<z<y
1 siz>y

Obsérvese que, dado Y =y, la funcion de distribucion condicional de Z no es ni dis-
creta ni continua. En efecto, evidentemente no es discreta y tiene una discontinuidad
en z =1y.

A

Obsérvese en el iltimo ejemplo que si fy(y) > 0 entonces la distribucién condicional
de min(X,Y"), dado que Y = y, es simplemente la distribucién (no condicional) de la
variable aleatoria min(X,y). Este resultado se puede generalizar. En efecto, si X y
Y son dos variables aleatorias absolutamente continuas independientes, y un niimero
real tal que fy(y) > 0y g : R? — R cualquier funcién, entonces, para cualquier
z € R, se tiene:

Fyxyvyv(z|y) =Pg(X,Y) <z |Y =y] = E [Iyxy)<y | Y =]
= E [Tigxy<g] = Plo(X,y) < 2] = Fyxy(2)

Es decir, la distribucién condicional de g(X,Y’), dado que Y = y, es simplemente la
distribucién (no condicional) de la variable aleatoria g(X,y).
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COMENTARIO 4.39. En general, dado un vector aleatorio absolutamente continuo,
(X,Y), la distribucion condicional de g(X,Y), dado que Y =y, es también la dis-
tribucion de la variable aleatoria g(X,y), pero calculada tomando como funcion de
densidad de X a la funcion de densidad condicional fxy, la cual, en general, como
se muestra en los ejemplos, depende del valor de Y .

Para hacer ver la dltima afirmacion, sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente
continuo, y un nimero real tal que P[Y =y] > 0 y g : R? — R cualquier funcién.
Entonces, para cualquier z € R, se tiene:

Fyxyyy(z|y) =PlgX,Y) <z |Y =y| = E [Iyxy)<y | Y =]
= E [Htuwoygtun< (X, Y) | Y = 9]

= 7o Lwwygar<ay (@, 9) fxyy (@ | y)da

= 7 Ltugtugy<-3 (@) fxpy (2 | y)da

Es decir, Fycxy)y(z | y) es la funcion de distribucion de la variable aleatoria g(X,y),
pero calculada tomando como funcion de densidad de X a la funcion de densidad
condicional fx|y.

Los comentarios 4.31 y 4.39 muestran que, al igual que en el caso discreto, la distribu-
ci6n condicional de una funcién g(X,Y") de un vector aleatorio absolutamente conti-
nuo, (X,Y), dado que Y = y, se puede tratar como una distribucién no condicional
si sustituimos a la funcién de densidad de X por la funcién de densidad condicional
fxjy. Como se muestra en la siguiente proposicién, al igual que en el caso discreto,
esta propiedad se extiende incluso a la férmula que da la esperanza de una variable
aleatoria en términos de la integral de su funcién de distribucion.

PROPOSICION 4.40. Sea (X,Y') un wvector aleatorio absolutamente continuo, y un
nimero real tal que fy(y) > 0 y g : R? — R una funcion tal que g(X,Y) tiene
esperanza finita y [*_|g9(z,y)| fxy(z | y)dz < co. Entonces:

S [L = Fyxvyy(z | y)] dz < o0

I3 Fyxyy (=2 | y)dz < oo
Elg(X,V)|Y =yl = ;7 [1 = Fyxryv(z | 9)] dz = [ Fyeewyv (=2 | y)dz
Demostracion

Se sabe, por el corolario 2.45, que foo l9(x,y)| fxjy(z | y)dz < oo siy sélo si
IS = Fyxyyy(z | 9)] dz < ooy [;° Fyxyyy (=2 | y)dz < ooy, en ese caso:
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I2 9@ ) fxpy (@ | y)de = [ [1 = Fyxxyy (2| )] dz = [7 [1 = Fyxy (2 [ )] dz

Pero se tiene E [g(X,Y) | Y =y] = [*_g(z,y)fxyy(z | y)dz, de lo cual se sigue el
resultado.

En el caso del ejemplo 4.38, se tiene:
BZ|Y =yl= [y [L=Fay(z|y)]de= [ (1 -2)dz=y— 33

Por lo tanto, E[Z | Y] =Y — ;Y2

EJEMPLO 4.41. Supongamos que un cierto evento ocurre en los tiempos aleatorios
11,15, ..., de tal manera que si, parat > 0, X; es el nimero de veces que ocurre el
evento hasta el tiempo t, entonces la familia de variables aleatorias {X;},~, forma un
proceso de Poisson de pardmetro X. Vamos a encontrar la distribucion conjunta de
Ti,...,T,, dado que T,,11 =t, en dondet >0 yn € N.

Recordemos que:

Ne ™M 510 <ty <o <tp
it (b o) = 0 en otro caso

Ademds, Tyo1 =11+ (To —T1) + -+ + (Thi1 — T3), ast que T,41 tiene distribucion
gama con pardmetros o =n+1 y \.

Sean 0 <t <ty < ---<t,, entonces:

Iy, Ty g (B1seestnst)
it (t, o o | 1) = =g

I\n+1_—XAt .
% 820<t1<"'<tn<t
en otro caso

tn

[ osio<t; <<y, <
1 0 en otro caso

Por lo tanto, dado que T, 1 = t, la distribucion conjunta de'Ty, ..., T, esla misma que
la de los estadisticos de orden correspondientes a n variables aleatorias independientes,
todas con distribucion uniforme en el intervalo (0,t).
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4.6. Regla general de la probabilidad total

Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y Y cualquier variable aleatoria.
Entonces sabemos que la esperanza condicional E [X | Y] existe y, por el inciso iv de
la proposicién 4.14, se tiene:

EX]=E[EX]|Y]]

Esta propiedad de la esperanza condicional resulta sumamente 1itil en la solucién de
muchos problemas.

Obsérvese que, en el caso en que la variable aleatoria Y sea discreta, tal propiedad se
expresa de la siguiente manera:

EX] =2, EIX[Y =y P[Y =y
Foérmula que generaliza la regla de la probabilidad total.

En el caso en que Y sea una variable aleatoria absolutamente continua, se tiene:
EX]= [T EIX Y =y fr(y)dy

Férmula que también puede verse como una generalizacion, al caso continuo, de la
regla de la probabilidad total.

Con base en lo anterior, la relacién E [X] = E[E [X | Y]] serd llamada en lo sucesivo
la regla general de la probabilidad total.

EJEMPLO 4.42. Sea N una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
m Yy q y supongamos que, para cada valor n de N, X es una variable aleatoria con
distribucion binomial de pardmetros n y p. Encuentre E [X] y Var(X).

Solucion
EX]=E[EX[N]| =3 EX|N=n]P[N=n]

=Y neo PP [N = n] = pE[N] = mpq

EX?)|=E[E[X?|N]] =3 E[X?| N =n]P[N =n]

=Y no [mp(1 = p) + n?p?] P[N = n]

=p(1 = p)E[N] +p*E[N?] = p(1 — p)mq + p* [mg(1 — q) + m*¢?]

Ast que:
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Var(X) = BE(X?) — [E(X))?

= p(1 — p)mq +p* [mq(1 — q) + m*¢*] — m?*p*¢°

= p(1 — p)mq + p*mq(1 — q) = mpq(1 — pq)

EJEMPLO 4.43. Sea Y wuna variables aleatoria con distribucion exponencial de pard-
metro \ y supongamos que, para cada valor y de Y, X es una variable aleatoria con
distribucion exponencial de pardmetro i Encuentre E [ X]| y Var(X).

Solucién
EX]=E[EX|Y] =[] EX|Y =y fr(ydy

= [y yfy(y)dy = E[Y] = 5.
EXY=E[E[X?|Y]= [["EX?|Y =y]fr(y)dy
= I 22 (y)dy = 2E[Y?] = &

Ast que:

)

1 _ 3
PN

Var(X) = E(X?) — [E(X)) =

s

EJEMPLO 4.44. Una urna contiene 10 bolas rojas y 20 bolas negras. Se van seleccio-
nando bolas de la urna al azar, una a una y con reemplazo, hasta que se obtienen 4
bolas rojas en forma consecutiva. Si X es el nimero de bolas seleccionadas hasta que
se detiene el proceso, encuentre FE [X].

Solucion

Sea'Y el nimero de elecciones que se realizan hasta obtener una bola negra por primera
vez. entonces:

k-1 .
0 en otro caso

Considerando ahora que si la primera bola negra se obtiene en alguna de las primeras
4 elecciones entonces se vuelve a la situacion del inicio, se tiene, para k € N:

k+ E[X] sike{l,23,4}

E[X|Y_k]_{4 en otro caso

Asi que:
EX]=3LEX|Y =kKPY =k
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k-1 k-1
:Zk 1(k+E[X]) (3) + D s 4 %(')

:2Zk1 (%) +2F (X ]Zk 1() +5 2 5(%)

=5l X+ =2+ RPN

Por lo tanto, E [X] = 120.

EjEMPLO 4.45. Una urna contiene inicialmente a bolas azules y r bolas rojas. Se
agregan s bolas rojas a la urna e inmediatamente después se seleccionan, al azar y sin
reemplazo, s bolas de la misma. Supongamos que este proceso se repite indefinida-
mente y llamemos X,, al nimero de bolas azules que quedan en la urna después del
paso n. Encuentre E [X,| para cualquier n € N.

Solucion

Después del paso n, hay a+r bolas en la urna, de las cuales X,, son azules. Al agregar
s bolas rojas, quedan en la urna a+r—+ s bolas, de las cuales X,, son azules. Al tomar
una muestra sin reemplazo de s bolas de esta urna, la distribucion del nimero de bolas
azules que salen en la muestra es hipergeométrica, de manera que su valor esperado

4 5Xn s .
estd dado por 2 n—. Ast que:

_ s X _a+r
L [X"+1 | X”] = Xn — a+7“is o a+r+an

Por lo tanto, para n € N, se tiene:

E [Xn—i-l] =FE [E(Xn+1 | Xn)] = aj—j::-sE [X }

Ast que:

BIX) = (GH5)" PN = (45)" sihee (85)"

EJEMPLO 4.46. Supongamos que el nimero de personas que entran a un elevador,
en la planta baja de un edificio de N pisos, tiene distribucion Poisson con pardmetro
A. Supongamos, ademds, que cada persona que sube al elevador baja de él, al azar,
en cualquiera de los N pisos, independientemente de donde bajen las otras personas.
Encuentre el nimero esperado de paradas que hace el elevador hasta que bajan todas
las personas.

Solucion

Sea Y el nimero de personas que suben al elevador en la planta baja y X el nimero
de paradas que hace el elevador hasta que bajan todas las personas y definamos las
variables aleatorias Xy, Xs, ..., Xy de la siguiente manera:
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1 si el elevador para en el piso i
X, = . o
0 st el elevador no para en el piso i

Se tiene X = Zf;l X; y, para k € {0,1,...}:
EX;|Y=K=1-(1-2%)"
Ast que:

k
BIX|Y ==X BNV =H=N[1- (-1
Por lo tanto:

EIX] =SR2, BIX |V =Py =k =S5,V [1- (1-$)"] =2

k 1)k
= Ne™ [ ol >];_"“ -3, )‘@TN)} — Ne [eA _ BA(l_%)}

N [1 —e_%}

EJEMPLO 4.47. Sea Y1 un nimero que se elige al azar en el intervalo (0,1), Y un
nimero que se elige al azar en el intervalo (1 —Y1,1), Y3 un nimero que se elige al
azar en el intervalo (1 — Ys, 1), ete. Encuentre E |Y,] para cualquier n € N.

Solucion

Paran € N, se tiene:

ElYy|=FE[EY | Ya)]=FE [1 — lYn] =1-L1E[V,)]
Por lo tanto:

EY,] = EZ:O(_l)kzik = % [1 - (_1)n+12n1+1}

A

En el caso en que el vector aleatorio (X,Y') sea discreto, la regla de la probabilidad
total nos permite escribir la relacion:

fx(@) =22, Ixiy (@ [ y)fy(y)

para cualquier z € R

En el caso absolutamente continuo se tiene la relaciéon andloga, de acuerdo con la
siguiente proposicién:
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PROPOSICION 4.48. Sea (X,Y") un vector aleatorio absolutamente continuo, entonces,
para cualquier x € R, la funcion:

z e [7 Fxr (@ ] ) fy (y)dy
es una funcion de densidad de X .
Demostracién
P[X <a]=E [Ix<u] = [0 E [Iix<a) | Y = y] fr(y)dy
= ffooop X <z |Y =y]fr(y)dy = f_oooo f_moo fX\Y(u | y) fy (y)dudy
= ffoo ffooo fX|Y<u | y) fy (v)dydu
de lo cual se sigue el resultado. -

EJEMPLO 4.49. Sea N una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
m Yy q y supongamos que, para cada valor n de N, X es una variable aleatoria con
distribucion binomial de pardmetros n y p. Encuentre la funcion de densidad de X.

Solucion

Para k € {0,...,m}, se tiene:
PIX=K=S",P[X=Fk|N=n]P[N=n]
=2 (WP L= p) (e (L — g

n

— (1) o) T, U

k

g1 =" " (1 =g
— (o) S L o - (- g

= (M) 0 (") la(t = p))" (1= gyt
= (V) pa)* [g(1 = p) + (1 = )" " = (7) (p0)* [1 — pg)™ "
Ast que, X tiene distribucion binomial con pardmetros m y pq.

El resultado puede interpretarse de la siguiente manera:

Para evaluar N, se realizan m ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad
de éxito q en cada ensayo. El valor de X puede entonces obtenerse de la siguiente
manera: Comenzando con el valor X = 0, para cada uno de los m ensayos, si hay
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éxito, se realiza un ensayo de Bernoulli, independiente de cualquier otro ensayo, con
probabilidad de éxito p. Si hay éxito en este tltimo ensayo, entonces el valor de X
se incrementa en 1. En otras palabras, el valor de X se incrementa en 1 unicamente
cuando hay éxito en ambos ensayos de Bernoulli, lo cual ocurre con probabilidad
pq. Asi, X cuenta el nimero de éxitos en una sucesion de m ensayos de Bernoulli
independientes, en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a pq.

EJEMPLO 4.50. Sea Y wuna variables aleatoria con distribucion exponencial de pard-
metro X y supongamos que, para cada valor y de Y, X es una variable aleatoria con
distribucion exponencial de pardmetro y. Encuentre a) una funcion de densidad de
X, b) una funcion de densidad condicional de Y dado que X = x, para cada v € R
tal que fx(x) >0,y c) E[Y | X].

Solucion
a. Se tiene:

_Jye™ siz>0yy>0
fxiy (@ |y) = { 0 en otro caso
Ast que:

fooo ye Whe Mdy six >0
0 en otro caso

Fx(@) = [ Far (e | ) fy () dy = {

T yre M vdy sia >0 _ ﬁ stz >0
0 en otro caso 0 en otro caso
b. Se tiene:

B  dye vt iz >0 yy >0
Fete.n) = frrle L vt = { siz>0vy
Asi que:

Aye Y(A+a)

frix(y|z) = { . e

sizx>0yy>0

en otro caso

O+ 2)Pye v iz >0 yy >0
10 en otro caso

c. De acuerdo con el resultado en la parte b, si x € R es tal que fx(z) > 0, entonces,
dado que X = x, Y tiene distribucion gama con pardmetros 2 y \ + x. Asi que,
E [Y | X] - 2

A+XT
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EJEMPLO 4.51. Sea X un nimero que se elige al azar en el intervalo (0,1) y Y un
nimero que se elige al azar en el intervalo (1 — X,1). Encuentre una funcion de

densidad de Y .
Solucion
Se tiene:

frix(y | z) = { (%

si0<l—x<y<l1
en otro caso

Por lo tanto:

1
0 en otro caso

fY(y) = fol fY\X(y | x)fx(l’)dq; — { f,y ;dx 10 < y < 1

—In(l—y) si0<y<l1
0 en otro caso

EJEMPLO 4.52 (Procesos de ramificacién). Supongamos que una persona tiene un
gen, el cual se produjo por una mutacion de un gen que se transmite de generacion
en generacion. FEsta persona tiene descendientes, cada uno de los cuales puede o
no poseer el gen mutado. Supongamos ademds que, considerando unicamente las
personas de la poblacion que posen el gen mutado en un momento dado, el nimero de
hijos, que posen el gen mutado, de cada individuo de la poblacion es independiente del
numero de personas en la poblacion y del nimero de hijos, que posen el gen mutado,
de los otros individuos de la poblacion y estd dado por una variable aleatoria Z de
esperanza finita tal que P|Z =01 >0y P[Z =0]+ P[Z = 1] < 1. Consideremos a
los descendientes de la persona en consideracion por generaciones, siendo los hijos la
primera generacion, los nietos la sequnda, etc. Para cada n € N, sea X, el nimero
de individuos en la generacion n que posen el gen mutado. Vamos a encontrar E [X,,]
y P[lim,.. X,y = 0]. Este dltimo limite es llamado la probabilidad de extincion del
gen mutado.

Para k € N, dado que X,,_1 =k, X,, se puede expresar como la suma de k variables
aleatorias independientes Z, ..., Zy cada una de las cuales tiene la misma distribu-
cion que Z y que también son independientes de X, _1, asi que:

E[X,| =S E[X, | Xo_1 = K| P[X,_1 = k]
= S B |Sh % | X = k| P Xy = K]

=52 (ShL B12)) Py = K
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= 5 (RE[Z) P Xy = K] = E[Z) 555, kP Xy = K] = E[Z) E[X, 4
Por lo tanto, E [X,| = (E [Z])".

Para la sequnda parte, obsérvese que:

P [limy, .00 X, = 0]

= P[{w € Q: Existe N(w) tal que X, (w) = 0 para cualquier n > N(w)}]
= P{w € Q: X, (w) =0 para alguna n € N}|

= P2, [X, = 0)

Ademds la sucesion de eventos [X,, = 0] es mondtona creciente, asi que:
PUZ, (X, = 0]) = limy oo P X, = O

Por lo tanto:

Plim,,..o X, = 0] = lim,..o P[X,, = 0]

Sea @ la funcion generadora de probabilidades de Z. Entonces ® es continua en el
intervalo [—1,1] y diferenciable en el intervalo (—1,1). Ademds, como P[Z = 0] +
P[Z =1] < 1, entonces ®'(t) > 0 para cualquiert € (0,1), asi que ® es estrictamente
creciente en el intervalo [0, 1].

Por otra parte:

B[ | Xooq = k] = B |5 | X,y = k| = B [15=5]

= Dy, (D)0, (t) - By, () = [0(1)]

Ast que:

Oy, (t) = E[t*] = E(E[tX | Xoi]) = E ([(P(t)]x”‘1> — By (D(1))
Por lo tanto:

@Xn(t) = (CI)X%l o CI)) (t) = (@X%Q odo <I>) (t)

S (@Xl o q;(nfl)) (t) = q)(n)(t)

Sea p, = P[X,, = 0] = ®x,(0) = ®™(0), entonces:

Put1 = TFV(0) = @(2(0)) = D(pn)
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La sucesion (p,) es mondtona creciente pues p; = P[X; = 0] = ®(0) y pa = ®(p1) >
®(0) = py. Ademds, si p, > pn_1, entonces p,11 = P(p ) > D (pp_1) = P

Sea p = lim,,..o0 pn, entonces p = ®(p).

Sea r > 0 tal que r = ®(r), entonces p, = ®™(0) < & (r) =r, asi que p < r. Por
lo tanto, p es la mas pequena solucion, en el intervalo [0,1], de la ecuacion r = ®(r).

Como ®(1) =1y ®(0) = P[Z=0] >0, r =1 es solucion der = &(r) yr =0
no lo es. Analicemos ahora la funcion ® para determinar en que casos existe alguna
solucion en el intervalo (0,1). Se tiene:

®(t)=E[t?] =S t"P[Z = k]
() = E [Zt771) = 300 k- P [Z = K]
"(t)=E[Z(Z —1)t772] =302, k(k — )" 2P [Z = k]

d' es continua y diferenciable en el intervalo (—1,1). Ademds, como P|Z = 0] +
P[Z =1] < 1, entonces ®"(t) > 0 para cualquier t € (0,1), asi que O es estricta-
mente creciente en el intervalo [0,1).

Sea f(t) =t — ®(t). f es entonces continua en el intervalo [—1,1] y diferenciable
en el intervalo (—1,1). Por otra parte, f'(t) = 1 — ®'(t). Asi que f' es continua y
estrictamente decreciente en el intervalo [0,1). Ademds:

f(0)=1-9(0)=1-P[Z=1] >0.
Por lo tanto se tienen los siguientes dos casos:

a) Si E[Z] = limy..;_ ®'(t) > 1, entonces lim,..q_ f'(t) < 0, ast que, por el teorema
del valor intermedio, existe exactamente un punto ty € (0,1) tal que f'(to) = O.
Como f"(t) = —®"(t) < 0 para cualquier t € (0,1), f, restringida al intervalo [0, 1],
alcanza su valor mdzimo en ty y como f(1) = 0, entonces f(ty) > 0. Ademds,
f(0) = —=®(0) = —P[Z =0] <0, asi que, por el teorema del valor intermedio, existe
r € (0,1) tal que f(r) =0, es decir ®(r) = r. Por lo tanto, en este caso se tiene:

p=lim,... P[X, =0] € (0,1)

A continuacion se ilustran las grificas de f y de ® en este caso.
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b) Si E[Z] = lim..;— ®'(t) < 1, entonces limy..;— f'(t) > 0, ast que f'(t) > 0 para
cualquier t € [0,1), de manera que [ es estrictamente creciente en el intervalo [0, 1].
Por lo tanto f(t) < 0 para cualquier t € [0,1), ya que f(1) = 0. De manera que no
existe r € (0,1) tal que f(r) = 0. Por lo tanto, en este caso, se tiene:

p=Ilim,., P[X,=0]=1

A continuacion se ilustran las grdficas de f y de ® en este caso.

f P

EJEMPLO 4.53 (Funcién generadora de la suma de un nimero aleatorio de sumandos).
Sea Zi,Zs, ... una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con funcion generadora de momentos comin ® y X,Y wuna pareja de
variables aleatorias tales que X toma tunicamente valores enteros no negativos, es
independiente de Zi, Zs, . .., y, para cada valor k de X, Y = Z?Zl Z;. Encuentre la
funcion generadora de Y .
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Solucion

B[ | X =} =B [En% | X =] = B [iT2]

=Dy, (1) Oy (t) = [2(1)]"

Ast que:

By(t)=E[] =E(E[ | X])=E ([(I)(t)]X> = Dy (D(1))

4.7. Distribuciones condicionales en el caso mixto

Si X es una variable aleatoria discreta y Y una variable aleatoria absolutamente
continua, no tenemos definida una funcién de densidad conjunta, asi que, para definir
una funcién de densidad condicional, no podemos seguir el mismo procedimiento
que seguimos en el caso en que las dos variables aleatorias son, ya sea discretas o
absolutamente con tinuas. Sin embargo, el concepto general de esperanza condicional
nos permite definir tanto distribuciones condicionales como distribuciones conjuntas
en el caso en que una variable aleatoria es discreta y la otra absolutamente continua.

Sea X una variable aleatoria discreta, con funcién de densidad fy, y Y una variable
aleatoria absolutamente continua, con funcién de densidad fy. Para cada x € R tal
que fx(z) > 0 sea g, : R — R una funcién boreliana no negativa tal que g,(Y) es
una versién de P[X =z | Y].

Si fx(x) = 0, entonces una versiéon de P [X = x| Y] es la variable aleatoria idénti-
camente cero, asi que, en este caso, se puede tomar g, idénticamente cero, lo cual
asumiremos en lo que sigue.

La idea al definir g, en la forma mencionada arriba es que, teniendo:
9:(y) = PIX =2 |Y =y
h, es una densidad condicional de X dado que Y toma el valor y.

Sin embargo, como g, no es tnica, fijando y, la funcién z — g,(y) no necesariamente
es una funcién de densidad. Esto hace que tengamos que realizar algunos ajustes, los
cuales estardn basados en el siguiente resultado:
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PRrROPOSICION 4.54. La medida del conjunto:

{y ER:fr(y) >0y Xerpy@so0 9=(U) # 1}
€S Cero.

Demostraciéon

Sea B un conjunto boreliano de R y x € R tal que fx(x) > 0, entonces, como g,(Y)
es una version de P[X = z | Y], se tiene:

E[Ip(Y)g.(Y)] = E [Ip(Y)I{x—s]

Asi que, utilizando el teorema de la convergencia mondtona:

E IB<Y) Z{zGR:fX(z)>O} gI(Y):| = Z{xER:fX(m)>O} E [IB<Y)gI(Y)]
= Z{mER:fX(z)>O} E [IB(Y)I[XZOC]} =E [IB(Y) Z{reR:fx(r)w} Iix=q]
= E[Ip(Y)]

Es decir:

J5 2 eerepy >0y 9= () fr (W)dy = [ fr (y)dy

Por lo tanto:

m<{y€R:fY( ) 2 fwerisy (2)>0y 92 (Y) 7 fy (y )}) =0

Finalmente:

{y ER:fy(y) >0y X foeripy(@y>0y 9=(U) # 1}

{y e R () Cuempsn 9:0) # Fr(y) }

de lo cual se obtiene el resultado.

En lo que sigue, C' y D serédn los conjuntos definidos como sigue:

C={yeR: fy(y) >0}

D = {y cR: Z{:BE]R:fx(x)>0} hm<y) = 1}
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Lo que demostramos en la iltima proposicién es que la medida del conjunto C' N D¢
es cero.

Vx denotard al conjunto de posibles valores de X, es decir:
VX:{.TGRfo(.%')>0}

Para cualquier pareja (z,y) € R?, definamos:

_J aly) siyeD
he(y) = { fx(z) en otro caso

fx(z) en otro caso

fxy (@ y) = { ha(y) st fr(y) >0

fxy (@, y) = fxy(z [ y)fr(y)

fxy(@y) .
’ S >0
frix(y|z) = { e Sfx(@)

fr(y)  en otro caso

Obviamente, para cualquier y € R, la funcién x — h,(y) es una funcién de densidad
discreta cuyo conjunto de posibles valores estd contenido en el conjunto de posibles
valores de X. Ademads, se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 4.55. Para cualquier x € R, la variable aleatoria h,(Y) es una version
de P[X =z |Y].

Demostracion

Sea B un conjunto boreliano de R, entonces:

E[I5(Y) = |7 Ip(y)ha(y) fy(y)dy
= Jeeup IBW)ha(y) fr (y)dy = fCCUD I5(y)9. () fv (y)dy
- f I(Y)9:(y) fy(y)dy = E [I5(Y)g.(Y)] = E [IB(Y)[[Xzz]]

Asi que h,(Y) es una versién de P[X =z | Y].
m
PROPOSICION 4.56. Para cualquier y € R, la funcion x — fx)y(z | y) es una funcion

de densidad discreta cuyo conjunto de posibles valores estd contenido en el conjunto
de posibles valores de X ..
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Demostracién

Siy € CN D, entonces fxy(z | y) = hy(y) para cualquier z € R.
Siy ¢ CN D, entonces fxy(v|y) = fx(x) para cualquier z € R.

Asi que, en cualquier caso, x — fxy(« | y) es una funcién de densidad discreta cuyo
conjunto de posibles valores estd contenido en el conjunto de posibles valores de X..

PROPOSICION 4.57. Para cualquier x € R, la funcion y — fy|x(y | x) es una funcion
de densidad.

Demostraciéon

Si fx(z) > 0, entonces:
2 Fix(y | w)dy = 25, P08 W gy — L[y (o] y) fyr (y)dy

= 7257 Jo ha W) fy )y = 725 [0 Pa(0) fr (W) dy = 25 E [ha(Y)]

— _1 — —
= @l X =2=1

Si fx(z) =0, entonces y — fyx(y | x) es la funcién fy.

Asi que, en cualquier caso, y — fy|x(y | ) es una funcién de densidad.

PROPOSICION 4.58. Para cualquier x € R, se tiene:

fx(x) = [ fxy(zy)dy = [72 fxiy (@ | y) fy(y)dy

Demostraciéon

La igualdad [ fxy (2, y)dy = [° fxv(z | y)fy(y)dy es inmediata.

Por otra parte:
ffooo fX|Y(I | y) fy (y)dy = fC fX\Y(x | y) fy (y)dy

= [ heW) fr W)y = [ ha(y) fy (y)dy = E [ha(Y)]
= P[X =u] = fx(z)

PROPOSICION 4.59. Para cualquier y € R, se tiene:
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Fr W) = eviy fxv(@,9) = vy frix(y | 2) fx (@)

Demostracion

La igualdad 3 oy fxv(2,9) = 2 vy frix(y | 2) fx(2) es inmediata.

Por otra parte, si fy(y) > 0, entonces:

Z{xEVX} fxy(zy) = Z{xEVX} fxy (x| y)fy(y)

=y (¥) Xipevyy Pa(y) = fr(y)

Si fy(y) = 0, entonces:

Z{xéVx} fX,Y(SU,y) = Z{xGVX} fX|Y(«T | y)fY(y> =0

COROLARIO 4.60. 3=, vy [0 fxy (@, 9)dy = 70 3 cviy Fxv(@,y)dy =1

PROPOSICION 4.61. Para cualesquiera x,a,b € R, con a < b, se tiene:
PX=z,a<Y <b = f: Ixy(z,y)dy

Demostracion

12 fxx@y)dy = [2 fxy (@ | ) fy @)dy = [°, Taw @) v (x| ) fr(y)dy

= Jo lany W) fxiy (@ | ) fy W)y = [ Lty () ha(y) fy (y)dy

= [ Taty Dha() fy (y)dy = E [0 (V) o (Y)]

= E [Iapy(Y)Ix=2)] = E [Tjacy<ilix=z)] = E [Ljacy <t x=2])
=P[X=z,a<Y <

COROLARIO 4.62. Para cualquier pareja de conjuntos borelianos A y B de R, se tiene:

P [X € Au Y € B] = Z{xeAﬁVX} fB fX,Y(x7y)dy = fB Z{zeAmVX} fX,Y(x7y)dy

COROLARIO 4.63. X y Y son independientes si y solo si el conjunto:

{y eR: fxy(z,y) # fx(2)fy(y) para alguna v € R}

tiene medida cero.
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Demostraciéon

Primero obsérvese que si fx(z) = 0 6 fy(y) = 0, entonces fxy(z,y) = 0, asi que

fxy(@y) = fx (@) fy(y).

Supongamos que X y Y son independientes, entonces,
para cualesquiera x,a,b € R, con a < b, se tiene:

[P fxy(@y)dy=P[X =z,a<Y <b]=P[X =2]Pla<Y <
= fx(z) f: fr(y)dy = f: Ix (@) fy(y)dy

Asf que la medida del conjunto:

{yeR: fxy(z,y) # fx(@)fr(y)}

es cero.

Por lo tanto, el conjunto:

{y e R: fxy(z,y) # fx(x)fy(y) para alguna z € R}

= U{$EVX} {yeR: fxy(2,y) # fx(@)fr(y)}

también tiene medida cero.

Supongamos ahora que el conjunto:

E={yeR: fxy(z,y) # fx(x)fy(y) para alguna z € R}
= Upev v ER: fxy(z,y) # fx(@) fr(y)}

tiene medida cero.

Entonces, para cualquier pareja de conjuntos borelianos A y B de R, se tiene:
PIX €AY €Bl=3 1 cavy Jp fxy (z,y)dy
= Z{zeAmVX} meEc fxy (z,y)dy

= Z{meAmVX} fBﬁEC fX($>fY(y)dy = Z{xéAﬂVX} fX(x) fB fY(y)dy
=P[X € A]|P[Y € B|

Asf que X y Y son independientes.
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PROPOSICION 4.64. Sea g : R — R una funcién boreliana tal que g(X) tiene esperanza
finita. Definamos la funcion h : R — R de la siguiente manera:

h(y) = { g:{xevx}g@)fXY(x |y) si Z{xEVX} 9(z)| fxy(z | y) < oo

en otro caso

Entonces h(Y') es una version de la esperanza condicional E [g(X) | Y].

Demostracion

g9(x) = IA(UE)

EIp(Y = 7 Is()h(y) fv (y)dy

= [T Iy )Z{zeVX}IA< ) xpy (| y)dy

- Z{xevx} ) Jo Is(y)ha(y) fr (y)dy
= D wevyy 1a(@) [0 (W) ha () fr (y)dy

= > tweviy L@ E [I5(V)he (V)] = X pevyy 1a(@)E [I5(Y)Ix—y]

= S peanvy B 150 xm] = B |15(Y) ¥ peanny lixs]

= BI5(Y) Laow (X)) = B [Li(X)T5(Y)] ~ E [Lawg (X) I (Y )]
= B{I5(Y)1a(X)] = B [T5(Y)g(X)]

ya que:

E [[Amv)c((X)IB(Y)] <Kk [IV)%(X)] =P[XeVg =0

PROPOSICION 4.65. Sea g : R — R una funcion boreliana tal que g(Y') tiene esperanza
finita. Definamos la funcion h : R — R de la siguiente manera:

h(a:):{ o9 frix(y | 2)dy si [ g frix(y | 2)dy < oo

0 en otro caso

Entonces h(X) es una version de la esperanza condicional E [g(Y) | X].

Demostracion

9(y) = 1a(y)
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E[I5(X)h(X)] = Z{IEVX} Ip(z)h(z)fx(z)
=Y oevyy Ie(@) fx (@) [72, Ia(y) fyix (y | 2)dy
=Y ey I8(@) [0 1a) frix (v | 2) fx (x)dy
= Y twevyy [8(2) [7o0 La(y) fxpy (2 | y) fr (y)dy
= Y teevay 18(2) [0 La()ha(y) fr (y)dy

= Y teevyy 1B E LA he(Y)] = X evyy 18(2) E [La(Y) 1x=a]]

= Y eenrvy B [Ta(V)ix=a] = E [IA(Y) D {eeBnvy} [[X::c]]
= E[La(Y) vy (X)] = B [Ig(X)1a(Y)] = E [Ipavg (X)1a(Y)]
= E[Ip(X)14(Y)] = E[I5(X)g(Y)]

ya que:

DEFINICION 4.66. Para cualquier y € R, la funcion x — fxy(z | y) serd llamada
la funcion de densidad condicional de X, dado que Y = vy, y a la distribucion que
define, la distribucion condicional de X dado que Y = y.

DEFINICION 4.67. Para cualquier x € R, la funcion y — fyx(y | «) serd llamada
la funcion de densidad condicional de Y, dado que X = x, y a la distribucion que
define, la distribucion condicional de Y dado que X = x.

DEFINICION 4.68. La funcion fxy serd llamada la funcion de densidad conjunta de
la pareja (X,Y).

Obsérvese que, si fx(x) > 0, se tiene:

frix(y | @) = B

Esta relacién puede verse como una férmula de Bayes. Mediante ella se puede obtener
la distribucién condicional de Y, dado que X = x, a partir de la distribucién condi-
cional de X dado que Y = y. Esto no es casual pues, en un caso particular, esta
férmula estd implicita en un resultado de Thomas Bayes, el cual motiva que el método
que consiste en calcular una probabilidad condicional P(A | B) a partir de P(B | A)
se conozca como la regla de Bayes. Este en realidad no demostré la regla para el caso
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de dos eventos A y B, la cual estaba ya implicita, por lo menos, en el trabajo previo
de Abraham de Moivre. La aportacién de Bayes es en realidad maés significativa pues
se refiere a un problema de distribuciones mixtas. El resultado original de Bayes se
trata en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 4.69. En el ario 1763 se publicé un articulo de Thomas Bayes' en el cual
se plantea y resuelve el siguiente problema:

Dado el nimero de veces en el cual un evento desconocido ha ocurrido
y fallado, encontrar la probabilidad (chance) de que su probabilidad de
ocurrencia en un ensayo esté comprendida entre dos valores dados.

Para resolver este problema, Bayes consideré un plano ABCD, el cual estd hecho de
tal manera que si una bola es lanzada sobre él, entonces: habrd la misma probabilidad

de que permanezca en cualquiera de dos partes iguales del plano y necesariamente
permanecerd sobre éste.

Una bola W es lanzada primero y, a través del punto en donde cae, se traza una recta
paralela a AD, la cual corta al segmento AB en el punto s.

C D

A S B

Después de lanzar la bola W, se lanza una bola O n veces sobre el plano. En cada
lanzamiento se dird que el evento M ocurre si la bola O cae en el rectdngulo sA.

Bayes mostré que cuando n estd dado, antes de que la bola W sea lanzada, lo cual
determina la probabilidad de ocurrencia del evento M, la probabilidad de que el evento
M ocurra k wveces en los n ensayos es la misma para cualquier k. Argumentaba
también que el evento cuya probabilidad de ocurrencia se quiere estimar tiene la misma
propiedad pues, antes de disponer de informacion sobre el nimero de veces que ocurre
en n ensayos, no hay razon para pensar que, en un cierto nimero de ensayos, deberia

'An essay towards solving a problem in the doctrine of chances, Philos. Trans. Roy. Soc.
London, Ser. A, 53, 1763. Reproducido en Biometrika 45, 1958.
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ocurrir algin nimero de veces en lugar de otro. Con base en esto concluydé que
el problema planteado originalmente se puede resolver encontrando la probabilidad
de ocurrencia del evento M sabiendo que éste ocurre k wveces en los n ensayos. St
llamamos p a la probabilidad de ocurrencia del evento M, X al nimero de ocurrencias
del evento M en los n ensayos y 0 < a < b < 1, entonces Bayes llego a los siguientes
resultados:

PX=k|p=y) =y @—yr*

P(X=ka<p<b)= [ PB|p=y)dy= [ (g1 —y)"*dy
P(X=k)= [y P(X=k|p=y)dy= [, (})y*(1—y)*dy

yE (1) kdy

1 P(X=ka<p<b) _ Ju(
P [a’ <p< b | X = k] - P(X:k:])) - fol (%)yk(l—y)"*kdy

En lenguaje moderno, lo que hizo Bayes fue resolver un problema de distribuciones
condicionales. Si p es la probabilidad de ocurrencia de un evento al realizar un cierto
experimento aleatorio y X es el numero de veces en los cuales el evento ocurre al repe-
tir n veces el experimento, Bayes se planteo el problema de encontrar la distribucion
condicional de p dado que X = k, asumiendo que p es una cantidad que originalmente
se selecciona al azar en el intervalo (0,1).

Conociendo el valor de p, X tiene distribucion binomial con pardmetros n y p. De
manera que el problema de Bayes equivale al siguiente:

Sea Y una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y su-
pongamos que, para cada valor y de 'Y, X es una variable aleatoria con distribucion
binomial de pardmetros n y p = y. Encontrar la distribucion condicional de 'Y dado
que X =k, para k € {0,...,n}.

Este problema, de acuerdo con los resultados demostrados arriba, se resuelve de la
siguiente manera:

Dados y € (0,1) y k € {0,...,n}, se tiene:

fxy(k|y) = PX=k|Y =y]= (Z)yk(l — y)nk

Por lo tanto:

 Ixy B @) (Dyra-ynh
fY|X(y | k) - P[X=k] - fol (")yk(l—y)n—kdy
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Es decir, dado que X =k, Y tiene distribucion beta con parametros k+1 yn—k+1.

Ast que, 510 < a <b<1, se tiene:

L2 By =y —kdy
Jo (7)yk(—y)n—*dy

Pla<Y <b| X =k =["fyx(y | k)dy =

De esta manera tenemos lo que se puede llamar el teorema de Bayes:

Cuando lo inico que se conoce de un evento A es que ha ocurrido k veces
y fallado n — k en n ensayos, entonces su probabilidad de ocurrencia puede
constderarse como seleccionada de una poblacion Y con distribucion beta
de parametros k +1 yn —k + 1.

Obsérvese que, efectivamente, como lo afirmd Bayes, antes de conocer el valor de p, la
probabilidad de que el evento M ocurra k veces en los n ensayos, es decir P[X = k],
es la misma para cualquier k. Especificamente, se tiene:

PIX=K=[ Oy -y *dy=()Blk+1n—k+1)

_ (n) Pe+D)I(n—k+1) _ (n) kl(n—k)! _ 1

k I'(n+2) k) (n+1)! T n+tl

Este dltimo resultado equivale a decir que st'Y es una vartable aleatoria con distribu-
cion uniforme en el intervalo [0,1] y, dado que Y =y, X tiene distribucion binomial
con pardmetros n y p = y, entonces X tiene distribucion uniforme en el conjunto

{0,...,n}.

EJEMPLO 4.70. Supongamos que el nimero de accidentes que tiene una persona en
un ano tiene distribucion Poisson con pardmetro Y, de tal manera que, para cada
y > 0, el porcentaje de personas para las cuales Y >y es iqual a e Y, en donde \ es
una constante positiva. St X es el nimero de accidentes en un ano de una persona
seleccionada al azar, encuentre a) la distribucion de X, b) E[X], ¢) la distribucion
condicional de Y dado que X =z, para x € {0,1,...}, y d) EY | X].

Solucion
a. Para x € {0,1,...}, se tiene:
PIX=z]=[" PIX=x|Y=ylfrlydy=[;7 S dy

(A+1)z+1yze—()\+1)yd A

_ A [0,z —(A _ A 00 —
ye ( +1)ydy — Ot fO ] Yy = OF1)=+T

— 21 Jo
= (1) (1)

Por lo tanto, X tiene distribucion geométrica con pardmetro p =

A
A1
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b. E[X]= [T EX|Y =y] fyr(y)dy = [;°yre Mdy = 1

c. Parax €{0,1,...} yy >0, se tiene:

Py @ @) AT (n)etlyres (D
A - y T —
fY|X(y| ) Tx (@) (ﬁ)(ﬁ) !
d. De acuerdo con el resultado en la parte ¢, si x € {0,1,...}, entonces, dado
que X = x, Y tiene distribucion gama con pardmetros v + 1 y X + 1. Asi que,
EY | X]| = %

EJEMPLO 4.71. Supongamos que se tienen N especies animales, de tal manera que el
niumero de individuos de la especie 1 que son atrapados en una determinada trampa
tiene distribucion Poisson con pardmetro Y;. Supongamos ademds que Y1, ..., YN son
variables aleatorias independientes, todas ellas con distribucion gama de pardametros
a y A. Encuentre el niimero esperado de especies que se encuentren representadas en
la trampa con al menos un individuo.

Solucion

Sea X; el nimero de individuos de la especie i que se encuentren en la trampa, Zj. el
niumero de especies que se encuentren representadas en la trampa con k individuos y
Z el nimero de especies que se encuentren representadas en la trampa con al menos
un indwiduo. Definamos ademds, para i € {1,...,N} y k€ {0,1,...}:

Zi =
k 0 en otro caso

Se tiene entonces:

EZL|Yi=y|=P[X;=k|Y; =y| = fyFe?

Asi que:
i _ )\a a—1 Ay « [e’e) oa— _
E[Zk] — N yke dey _ k!?‘(a) N ykJr 16 y(1+)\)dy
A kta—lp=tgy — _A* _ D(kta) _ T(kta) ( A \@( 1 \k
— W (o) (1+A)k+a fo tr dy = ET(a) (1+A)FFe — E(a) (H—_A) (1+_A)

Ademds, Z, = Z; + Z3 + -+ ZYY, asi que:

a k
E(Z) = N3 (25) ()

Finalmente, Z = 220:1 Zi, ast que:

E(Z)= Y2, B2 = N Y5, e (A0 (1)
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2 . I'k+o «
Pero los términos k(!FJ(ra)) (1%\) (14%\

mial negativa con pardmetros o y p =

) corresponden a los de una distribucion bino-

A

T, Por lo tanto:

EZ]=N[1-(35)]

EJEMPLO 4.72. Supongamos que un cierto evento ocurre en los tiempos aleatorios
Ty, T,, ..., de tal manera que si, para t > 0, X; es el nimero de veces que ocurre el
evento hasta el tiempo t, entonces la familia de variables aleatorias {X;},., forma un
proceso de Poisson de pardmetro X\. Vamos a encontrar la distribucion conjunta de
Ti,...,T,, dado que X; =n, en dondet >0 yn € R.

Recordemos que:

Ne ™ Mn g0 <t;<---<t
lev'--an (tl, e ,tn) — { 1 n

0 en otro caso

= Aneﬂ\tnl{o<y1<---<yn}(tl» T 7tn)

Sean 0 < t; < --- < t,, eotonces:

Fry,.mox.(t -t | 0) = g P Sty Ty < e, Xy = )

= sz P <t T S, Ty S 8, T > ]

= mmma ) Snen oy U N Ty ey (01 Ty 8) AT - - i
=y | "'f{xlgtl,--.,mngtn} Focys <oy} (@1, 0+ T, 8) 77X e 0y - day
- WQ—MA%_M S f{zlgtl,---,xngtn} Ttocyr<ocynin} (@150, T, U)d - - day

- f f{xlgtl,---,zngtn} Lto<ys<ocynia} (T2, T, t>%dx" e day

Ast que:

fro o mix, (st | n) = Tocy<oncy, oy (B s, t)?_n'

B si0<t <<t <t
] 0 en otro caso

Por lo tanto, dado que X; = n, la distribucion conjunta de Ty, ..., T, es la misma que
la de los estadisticos de orden correspondientes an variables aleatorias independientes,
todas con distribucion uniforme en el intervalo (0,1).
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EJERCICIOS

Ejercicio 4.1. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el conjunto {1,2,...,2N}, en donde N es un entero mayor
que 1. Encuentre a) E[X | X >2Y] yb) E[X | X +Y > 4].

EJjErRCICIO 4.2. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial de pardmetro \. Encuentre:

a) E[X | X > 2Y]
b) E[X | X < 2Y]

EJERCICIO 4.3. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion exponencial de pardmetro X = 2. Encuentre a) E[X | X >2Y +1] y b)
E[X|X >2Y —1].

EJERCICIO 4.4. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre o) E[X |Y >2X] y b) E[X |
X+Y >1].

EJjercicio 4.5. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (—1,1). Encuentre a) E[X | X <Y?| y b)
ElY | X <Y?.

EJERCICIO 4.6. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
junta dada por:

1 .
— N2(N+1)(x+y) six,y€{l,...,N}
fX?Y(a:’ y) { 0 en otro caso

Encuentre £ [X | Y].

EJERCICIO 4.7. Sea (X,Y') un vector aleatorio discreto con funcion de densidad con-
Junta dada por:

S —(y—2) siz< r,y€e{l,...,N
nyy(x’y):{N(N“)(y ) yyzyed ¥

0 en otro caso
Encuentre a) E[X | Y] yb) E[Y | X].

EJjerciciO 4.8. Se eligen, al azar y sin reemplazo, dos tarjetas de una urna que
contiene N tarjetas numeradas del 1 al N, en donde N es un entero mayor que

1. Sean X y Y el menor y mayor, respectivamente, de los nimeros de las tarjetas
seleccionadas. Encuentre o) E[X | Y] y b) EY | X].
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EJERCICIO 4.9. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el conjunto {1,...,N}. Encuentre a) E[X |Y —X] y b)
ElY|Y - X].

EJjercicio 4.10. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion geométrica de pardmetro p. Encuentre E [X | min(X,Y)].

EJjercicio 4.11. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el conjunto {1,..., N}. Encuentre E [X | max(X,Y)].

EJERCICIO 4.12. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el conjunto {1,...,N}. Encuentre a) E min(X,Y) | Y] y
b) Eméx(X,Y) | Y].

EJERcCICIO 4.13. Demuestre i, 11 y 11t de la proposicion 4.14.

EJjErCICIO 4.14. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y Y cualquier va-
riable aleatoria. Demuestre que |E[X | Y]] < E[|X]||Y].

EJERCICIO 4.15. Sean Xi,...,X, n wvariables aleatorias independientes, idéntica-
mente distribuidas y de esperanza finita. Demuestre que:

B Xy | Y0, Xj] =22 X

para cualquier k € {1,...,n}.

EJERCICIO 4.16. Sean X yY dos variables aleatorias de esperanza y varianza finitas.
Demuestre que Cov(X,E[Y | X]) = Cov(X,Y).

EJjErcIiCIO 4.17. Sean X y Y dos variables aleatorias de esperanza finita tales que
ElY | X] = E[Y]. Asumiendo que XY tiene esperanza finita, demuestre que
Cov(X,Y) =0.

EJjercIiCciO 4.18. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias tales que X tiene es-
peranza finita y Y estd acotada. Demuestre que a) E[Y | Z] estd acotada y b)
EYEX | Z2)]=F[XEY | Z2).

EJjercicio 4.19. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de parametro A\. Sea Z = X +Y y definamos:

h(z) :{ J% BT i f2(2) > 0

0 en otro caso

Demuestre que h(Z) es una version de la esperanza condicional E [X | Z].

EJERCICIO 4.20. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Jjunta dada por:
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Ty —ateV si —y<az< 0<y<oo
_ s —af)e si —y<a<y, y
Jz.y) = { 0 en otro caso
Encuentre o) E[X | Y] yb) E[Y | X].

EJjeErcicio 4.21. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Junta dada por:

lye™ si0<z<y
flzy) =4 gy’e? siy<z<0
0 en otro caso

Encuentre: a) E[X | Y] yb) E[Y | X].

EJERCICIO 4.22. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Junta dada por:

Z4—2—y) si0<z<1l,0<y<az+2
_ ) 11 ’
fxy(@,y) { 0 en otro caso

Encuentre E[(X +Y)? | Y].

Ejercicio 4.23. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, con funciones
de densidad dadas por:

%ae“” six >0 %ﬁe_ﬁy siy >0
fx(x) =4 z0e*®  siz <0 fr(y) =13 38"  siy<0
0 en otro caso 0 en otro caso

respectivamente, en donde o y 3 son constantes positivas. Encuentre E[(X +Y)3 | Y].

EJERCICIO 4.24. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

eve? six>0,y>0
en otro caso

o=

f(z,y) :{

Encuentre E [e=X™Y) | Y].

EJERCICIO 4.25. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
jJunta dada por:

Me™M si0<y<uz
J,y) = { 0 en otro caso

Encuentre a) E[X? | Y] yb) E[X | Y?].



EJERCICIOS 211

EJERCICIO 4.26. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion uniforme en el intervalo (—1,1). Encuentre a) E [ XY | X| yb) E[X | XY].

EJjercicio 4.27. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre a) E[Y | £] y b) E[£|Y].

EJjErCICIO 4.28. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

Ne M si0<z<y
fla,y) = { 0 en otro caso

Encuentre E[X +Y | Y — X].

EJERCICIO 4.29. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
Jjunta dada por:

Ne™M si0<z<y
floy) = { 0 en otro caso

Encuentre E [max(X,Y) | X].

Ejercicio 4.30. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con

distribucion gama, X de pardmetros o y A\, Y de pardmetros 3 y \. FEncuentre
X

E[X+Y|£5]-

EJjercicio 4.31. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con

distribucion exponencial de parametro A. Encuentre E[XY | X +Y].

EJERCICIO 4.32. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion exponencial de pa-
rémetro A = 1, t > 0, U = min{X,t} y V = max{X,t}. Encuentre E[X |U| y
EIX |V].

EJjErciciO 4.33. Sean X y Y las coordenadas de un punto que se elige al azar en el
interior del circulo de radio 1 y centro en el origen. Encuentre E[X | Y].

EJERCICIO 4.34. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de densidad
congunta dada por:

1 .
_ [ @ +y) sizye{l,... N}
fX’Y(x7y) { 0 en otro caso

Para y € {1,..., N}, encuentre la funcion de densidad condicional de X dado que
Y =y.

EJERCICIO 4.35. Sea (X,Y) un wvector aleatorio discreto con funcion de densidad
conjunta dada por:
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e (U — ' 1,...,N
fX,Y(x,y):{ N(N2_1)(y :E) 81$<yy$,y€{, ’ }

0 en otro caso

a) Paray € {2,...,N}, encuentre la funcion de densidad condicional de X dado que
Y=yuyb)parax € {l,...,N — 1}, encuentre la funcion de densidad condicional de
Y dado que X = x.

EJERCICIO 4.36. Se eligen, al azar y sin reemplazo, dos tarjetas de una urna que
contiene N tarjetas numeradas del 1 al N, en donde N es un entero mayor que
1. Sean X y Y el menor y mayor, respectivamente, de los nimeros de las tarjetas
seleccionadas. Encuentre la funcién de densidad condicional de a) X dado queY =y,
paray € {2,...,N} y b)Y dado que X =z, para v € {1,...,N — 1}.

Ejercicio 4.37. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el conjunto {1,...,N}. Para xz,y € {1,..., N}, encuentre
la funcion de densidad condicional de a) méx(X,Y') dado que Y =y y b) min(X,Y)
dado que X = x.

EJERCICIO 4.38. Consideremos una sucesion de ensayos de Bernoulli independientes
en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a p y, para k € N, sea X}, el
nimero de ensayo en el cual ocurre el k-ésimo éxito. Paran € {2,3,...}, encuentre
la funcion de densidad condicional de X dado que X5 = n.

EJercicio 4.39. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion Poisson, X de pardmetro Ay y'Y de parametro \y. Para z € {0,1,...},
encuentre e identifique la densidad condicional de X dado que X +Y = z.

EJErcICIO 4.40. Sea (Ny,...,N,) un vector aleatorio con distribucion multinomial
de pardmetros n,pi, . ..,pr. a) Encuentre la distribucion de N; dado que N; = s, para
i,je{l,...,r}, i # jys € {0,...,n}. b) Utilice el resultado de la parte a para
calcular Cov(N;, N;).

EJERCICIO 4.41. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar un punto
en el interior del tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (1,2). Sean X y Y la abscisa y
ordenada, respectivamente, del punto seleccionado. Encuentre la distribucion condi-
cional de 'Y dada X.

EJERCICIO 4.42. Sean X1, X5, X3 tres variables aleatorias independientes, las 3 con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y sean Xy, X(2), X(3) los estadisticos de
orden correspondientes a X1, Xo, X3. Encuentre a) una funcion de densidad condi-
cional de X3y dado que X1y = 1, para 1 € (0,1) y b) E [X(3) | X]-

EJERCICIO 4.43. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucion normal bivariada
con vector de esperanzas (0,0), vector de varianzas (1,1) y coeficiente de correlacion
%. Encuentre a) una funcion de densidad conjunta de U = X +2Y yV =2X —-Y y
b) EU|V].
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EJERCICIO 4.44. Sean X y Y dos variables aleatorias, ambas con distribucion nor-
mal estandar, tales que la distribucion conjunta de X y Y es normal bivariada con
coeficiente de correlacion p = 5. Encuentre P[-1 <Y < 1| X =1].

EJERCICIO 4.45. Sean X, Y y Z tres variables aleatorias independientes, todas con
distribucion  normal estandar. Encuentre ERX+Y +Z|X+Y -Z] y
Fl2X+Y+2)? | X+Y —Z].

EJERCICIO 4.46. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Para z € (0,2), encuentre la distribucion
condicional de X dado que X +Y = z.

EJerRCICIO 4.47. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con

distribucion normal estdndar. Para z € R, encuentre la distribucion condicional de
X dado que X +Y = z.

EJERCICIO 4.48. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

[ 8zy si0<zr<y<l1
fxy(@,y) = { 0 en otro caso

Encuentre o) E[X | Y], b) una funcién de densidad condicional de X dado que Y —
X = z, para cualquier z € R tal que fy_x(z) >0y c) E [X Y — X < %1]

EJERCICIO 4.49. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad con-
junta dada por:

_Jbr si0<ar<y<l1
f(“"’y)_{o en otro caso

Encuentre o) E[X | Y], b)) E[X |Y = X], ) E[X |Y - X <1l yd) E[YeXY |Y].

EJERCICIO 4.50. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de parametro \. Encuentre a) la distribucion condicional de
Y dadaY — X yb) E[Y | Y — X].

EJerCICIO 4.51. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Para z € (—1,1), encuentre las distribu-
ciones condicionales de X y'Y dado queY — X = 2.

EJERCICIO 4.52. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucion normal bivariada

con vector de esperanzas (0,0), vector de varianzas (1,1) y coeficiente de correlacion
%. Para z € R, encuentre e identifique la distribucion condicional de X dado que

Y - X ==z

EJERCICIO 4.53. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucion normal bivariada
con vector de esperanzas (0,0), vector de varianzas (1,4) y coeficiente de correlacion
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i. a) Encuentre una funcion de densidad conjunta de la pareja X, Y — 4X. b) Para
z € R, encuentre e identifique la distribucion condicional de X dado que Y —4X = 2.

EJERCICIO 4.54. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre a) la funcion de densidad
condicional de X +Y dado queY — X = v, parav € (—1,1) yb) E[X +Y | Y — X].

EJjerCICIO 4.55. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y sea Z = méx(X,Y). Paray € (0,1),
encuentre la distribucion condicional de Z dado que Y =y, y utilicela para calcular

E(Z|Y).

EJjErCICIO 4.56. Sean X y Y dos wvariables aleatorias independientes, ambas con
distribucion exponencial de pardmetro A. a) Encuentre las funciones de distribucion
condicionales de min(X,Y) y max(X,Y) dado que Y =y, paray > 0. b) Utilice los
resultados de la parte a para calcular E'min(X,Y) | Y] y £ [max(X,Y) | Y].

EJERCICIO 4.57. Utilice la conclusion del ejemplo 4.41 para interpretar el resultado
del ejercicio 2.19.

EJERCICIO 4.58. Supongamos que un cierto evento ocurre en los tiempos aleato-
rios 11,15, ..., de tal manera que las variables aleatorias Y1 = Ty, Yo = Ty — 17,
Y; =15 —1T,,... son independientes y, parat >0 yn € N, la distribucion conjunta
de Ty,...,T,, dado que T,.1 = t, es la misma que la de los estadisticos de orden
correspondientes a n variables aleatorias independientes, todas con distribucion uni-
forme en el intervalo (0,t). Asumiendo que Ty, Ts, ... son absolutamente continuas
y que sus funciones de densidad son diferenciables, demuestre que Yy, Ys, ... tienen
distribucion exponencial con pardmetro comain.

EJERCICIO 4.59. Sea Y wuna wvariable aleatoria con distribucion Poisson de pardme-
tro A y supongamos que para cada valor n de Y, X es una variable aleatoria con
distribucion binomial de parametros n y p. Encuentre a) la distribucion de X y b) la
distribucion condicional de Y dado que X = x, para x € {0,1,...}.

EJERCICIO 4.60. Supongamos que se envia una senal aleatoria X desde un lugar A de
tal manera que su distribucion es N(u,0?). Supongamos ademds que, cuando X = x,
el valor' Y, que se recibe en un lugar B, tiene distribucion N(z,a?), en donde a es una
constante distinta de cero. a) Encuentre E(Y), Var(Y) y Cov(X,Y). b) Demuestre
que la distribucion conjunta de la pareja X,Y es normal bivariada. ¢) Encuentre una
funcion de densidad de Y. d) Dado que Y =y, scudl es el mejor estimador de X en
el sentido de la media cuadrdtica?

EJjerCICIO 4.61. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el inter-
valo (0,1) y supongamos que, para cada valor x de X, Y es una variable aleatoria con
distribucion normal de pardmetros ;1 = a+ Bz y o2, en donde o, 3 y o son constantes.
Encuentre E(Y), Var(Y) y una funcién de densidad conjunta de la pareja X,Y .
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EJERCICIO 4.62. Un munero estd atrapado en una mina que tiene 3 tuneles. FEl
primero lo lleva a la salida después de media hora, el sequndo lo regresa al mismo
lugar después de 1 hora y el tercero también lo regresa al mismo lugar después de
2 horas. Supongamos que, en cada ocasion, el minero escoge el primero, seqgundo y
tercer tunel con probabilidades 0.2, 0.5 y 0.3, respectivamente. ;Cudl es la esperanza
del tiempo que lleva al minero salir de la mina?

EJERCICIO 4.63. Una rata de laboratorio estd encerrada en un lugar que contiene
N salidas. Para 1 < k < N — 1, la salida nimero k conduce a la rata al mismo
lugar después de k minutos, mientras que la salida nimero N lleva a un camino que
conduce a la rata a la verdadera salida después N minutos. Supongamos que la rata
escoge siempre al azar una de las N salidas. ;Cudl es el nimero esperado de minutos
que le lleva a la rata llegar a la verdadera salida?

EJERCICIO 4.64. Una urna contiene bolas rojas y negras de tal manera que la propor-
cion de bolas rojas que contiene es igual a p. Se van seleccionando bolas de la urna
al azar, una a una y con reemplazo, hasta que se obtienen r bolas rojas en forma
consecutiva. St X es el nimero de bolas que se seleccionan hasta que se detiene el
proceso, encuentre E [X].

EJERCICIO 4.65. Sea X, un numero que se elige al azar en el intervalo (0,1), Xo un
nimero que se elige al azar en el intervalo (0, X1), X3 un nimero que se elige al azar
en el intervalo (0, Xs), etc. Encuentre E[X,] para cualquier n € N.

EJERCICIO 4.66. Una urna contiene una bola roja y una bola negra. Se elige al azar
una bola de la urna y se reemplaza agregando una bola del mismo color que la selec-
cionada. Si este proceso se repite indefinidamente y llamamos X,, a la proporcion de
bolas rojas en la urna después de la n-sima eleccion, encuentre E [X,] para cualquier
n € N.

EJERCICIO 4.67. Una urna contiene inicialmente r bolas Rojas y s bolas Negras. Se
agregan a la urna 1 bola Roja y 2 Negras e inmediatamente después se seleccionan,
al azar y sin reemplazo, 3 bolas de la misma. Supongamos que este proceso se repite
indefinidamente y llamemos X,, al nimero de bolas Rojas que quedan en la urna
después del paso n. Encuentre E [X,] para cualquier n € N.

EJERCICIO 4.68. Una persona estd jugando un juego de azar en el cual gana con
probabilidad p, de tal manera que p > % La estrategia que sigue consiste en apostar
en cada juego la fraccion 2p — 1 de su fortuna en ese momento. Supongamos que
la fortuna inicial del jugador es x y llamemos X,, a su fortuna después de n juegos.
Encuentre FE [ X,] para cualquier n € N.

EJERCICIO 4.69. Una urna contiene inicialmente a bolas azules y r bolas rojas. Se
selecciona al azar una bola de la urna; si es roja, se regresa, si no, se reemplaza por
una roja. Supongamos que este proceso se repite indefinidamente y llamemos X,, al
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nimero de bolas rojas que quedan en la urna después del paso n. Encuentre E[X,]
para cualquier n € N.

Ejercicio 4.70. Una moneda se elige al azar de una coleccion de monedas, de tal
manera que la probabilidad p de obtener cara puede considerarse como seleccionada
al azar en el intervalo (0,1). Si la moneda se lanza dos veces en forma consecutiva,
encuentre la probabilidad de que a) en el primer lanzamiento se obtenga cara y b) se
obtenga cara en ambos lanzamientos.

EJjerCICIO 4.71. Supongamos que el nimero esperado de accidentes por semana que
hay en una fdabrica es igual a 5. Supongamos también que el nimero de traba-
jadores afectados en un accidente particular es una variable aleatoria, independiente
del nimero de accidentes, de esperanza 2.5. FEncuentre el nimero esperado de tra-
bajadores afectados por algun accidente en una semana. Argumente claramente su
respuesta utilizando distribuciones condicionales. ;Se podria asequrar la misma re-
spuesta si el nimero de trabajadores afectados en un accidente particular no fuera
independiente del nimero de accidentes? En caso afirmativo, demuéstrelo; en caso
contrario, exhiba un contraejemplo.

EJERCICIO 4.72. Sea X un nimero que se elige al azar en el intervalo (0,1) y Y un
nimero que se elige al azar en el intervalo (0, X'). Encuentre una funcion de densidad

Y.

EJERCICIO 4.73. Supongamos que un cierto evento ocurre en los tiempos aleatorios
11, T, ..., de tal manera que si, para t > 0, X; es el nimero de veces que ocurre el
evento hasta el tiempo t, entonces la familia de variables aleatorias {X,},., forma
un proceso de Poisson de pardmetro \. Encuentre la distribucion del nimero de
eventos que ocurren en el intervalo de tiempo [0,T], en donde a) T es una variable
aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro v. b) T es una variable aleatoria
con distribucion uniforme en el intervalo [0, a).

EJERCICIO 4.74. Sea Y wuna variable aleatoria con distribucion beta de pardmetros
a y By supongamos que para cada valor y de Y, X es una variable aleatoria con
distribucion binomial de pardmetros n y p = y. Encuentre a) la distribucion de X,
b) E[X] y Var(X) y ¢) la distribucion condicional de Y dado que X = x, para
ze€{0,...,n}.

Nota: La distribucion que se obtiene para X es conocida como la distribucion de
Polya.

EJERCICIO 4.75. Sea 'Y una variable aleatoria con uniforme en el intervalo (0,1) y su-
pongamos que, para cada valor y de 'Y, X es una variable aleatoria con distribucion
geométrica de pardmetro y. a) Encuentre E[X]. b) Para x € {0,1,...}, encuen-
tre e identifique la distribucion condicional de Y dado que X = x. c¢) Encuentre
E[(X+Y)?|X].
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EJERCICIO 4.76. Sea Y wuna variable aleatoria con distribucion beta de pardmetros
a y B y supongamos que, para cada valor y de Y, X es una variable aleatoria con
distribucion geométrica de pardmetro y. Encuentre: a) la distribucion de X, b) E [X],
¢) la distribucion de Y dado que X =z, para v € {0,1,...} yd) EY | X].

EJERCICIO 4.77. Sea Y wuna variable aleatoria con distribucion beta de pardmetros
a y By supongamos que, para cada valor y de Y, X es una variable aleatoria con
distribucion binomial negativa de parametrosr yy. a) Encuentre E'[X]. b) Encuentre
e identifique la distribucion condicional de 'Y dado que X = x, para x € {0,1,...}.
c) Paraa=1,3=1yr =2, encuentre E[(X +Y)? | X].

EJERCICIO 4.78. Sea Y una variable aleatoria con distribucion uniforme en el inter-
valo (0,1) y supongamos que para cada valor y de Y, X es una variable aleatoria
con distribucion geométrica de pardmetro y. Encuentre: a) la distribucion de X, b)
E[X], ¢) la distribucion de'Y dado que X =k, para k € {0,1,...} yd) E[Y | X].

EJERCICIO 4.79. Sea Y wuna variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros
a y Ay supongamos que, para cada valor y de Y, X es una variable aleatoria con
distribucion Poisson de pardmetro y. Encuentre a) la distribucion de X, b) E [X], ¢)
la distribucion condicional de Y dado que X = z, para x € {0,1,...} yd) E[Y | X].

EJjercicio 4.80. Considerando la misma situacion que en el ejemplo 4.70, a) de-
muestre que dado que la persona seleccionada tuvo j accidentes en el tiltimo ano, la
distribucion del nimero de accidentes en el presente ano tiene distribucion binomial
negativa. ;Cudl es la probabilidad de que una persona, seleccionada al azar, tenga ex-
actamente 2 accidentes en un ano dado que b) en el ano anterior no tuvo accidentes,
c) en el ano anterior tuvo 1 accidente.

EJjercicio 4.81. Cada una de N bolas se coloca al azar en alguna de r cajas, en donde
N es una variable aleatoria con distribucion Poisson de pardmetro . Demuestre que
el nimero de cajas que quedan vacias tiene distribucion binomaial.
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CAPITULO 5

TEOREMAS LIMITE

Todo fluye, nada permanece ni persiste nunca lo mismo.

Heraclito

Se sabe que el Calculo de Probabilidades tiene como
soporte esencialmente un unico teorema, la ley de los
grandes numeros. Se puede decir que la teoria tiene como
unico objetivo el demostrar ese teorema y algunos otros
que se le relactonan.

Paul Pierre Lévy

El surgimiento del Célculo de Probabilidades, como disciplina matemaética indepen-
diente, tiene como base las soluciones que, durante el periodo que va del ano 1654
al ano 1657, dieron Blaise Pascal, Pierre de Fermat y Christiaan Huygens a varios
problemas, los cuales se analizan en el capitulo refsurcalpro de este volumen. Pero, si
bien los trabajos de Pascal, Fermat y Huygens permitieron el desarrollo de métodos
generales para resolver problemas de probabilidad, éstos se limitaban a un tipo muy
particular, relacionados con juegos de azar, los cuales no eran suficientes para darle
un lugar dentro de las matemadticas a la Teorfa de la Probabilidad.

El gran impulso para el desarrollo de una Teorfa de la Probabilidad, que le harfa ganar
un lugar dentro de las mateméticas, proviene de los llamados teoremas limite, los
cuales se refieren al comportamiento a largo plazo de sucesiones de variables aleatorias.
El primero de estos resultados, que para algunos autores marca verdaderamente el
inicio de la historia de la Teorfa de la Probabilidad, se debe a Jacques Bernoulli, quien
dedicé 20 anos de su vida a la bisqueda de una prueba matemaética de la relacién
que existe entre la probabilidad de un evento y la frecuencia relativa con la que éste
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ocurre en una serie grande de repeticiones del correspondiente experimento aleatorio.
El resultado, conocido como teorema de Bernoulli, se publicé en el ano 1718, cinco
anos después de la muerte de su autor.

Puede decirse que, a partir de la publicacién del teorema de Bernoulli, el motor de
desarrollo de la Teoria de la Probabilidad fue la bisqueda de resultados que permi-
tieran mejorar y generalizar ese teorema. Vendrian después los teoremas de de Moivre
y de Poisson, relativos a la aproximacién de una distribucién binomial mediante una
distribucién normal y una distribucién Poisson, respectivamente, los cuales fueron
publicados en los anos 1730 y 1800, respectivamente.

Este proceso continuarfa desarrolldndose y recibirfa un gran impulso, entre 1870 y
1900, con los trabajos de la llamada escuela rusa, representada por Pafnuty Lvovich
Chebyshev, Andrei Andreyevich Markov y Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, entre
otros, los cuales conducirfan a la forma general que se dio a los teoremas limite, entre
1900 y 1930, con la formulacién de las leyes de los grandes niimeros y el teorema del
limite central, tanto en su forma clésica, relativa a la convergencia a la distribucién
normal, como en su forma moderna, relativa a la convergencia a cualquier otro tipo
de distribucién, sobresaliendo en este periodo los trabajos de Aleksandr Yakovlevich
Khintchine, Andrey Nikolaevich Kolmogorov, J. W. Lindeberg, William Feller y Paul
Pierre Lévy, entre otros.

Como puede verse, fueron méas de 200 anos de historia de la Teoria de la Probabilidad
guiada por el estudio de los teoremas limite.

5.1. Diferentes tipos de convergencia

DEFINICION 5.1 (Convergencia en probabilidad). Se dice que una sucesion {X,,}
de variables aleatorias converge en probabilidad a la variable aleatoria X si:

lim,.oo P[| X, — X| >€] =0
para cualquier € > 0. En este caso se escribird X, L, x.

Obviamente si una sucesién {X,} converge en probabilidad a X, entonces cualquier
subsucesién de {X,,} también converge en probabilidad a X.

PROPOSICION 5.2. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que X, I x
y X, Y, entonces P (X =Y]=1.
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Demostracién
Como | X — Y| <|X,, — X|+ |X,, — Y], entonces:
X =Y|>¢] C[|X,—X|+|X, =Y > €]
Ademis, para cualquier € > 0, se tiene:
1X0 — X| +|X, ~ V] > &) € [|X, — X| > 5] U [|1X, ~ V] > §]
Por lo tanto:
PIX=Y|>e < P[Xy=X|> 5]+ P[X, V]| > 4]
Asf que, tomando limites, se obtiene P [|X — Y| > ¢| = 0 para cualquier ¢ > 0.
Finalmente, [|X — Y| > 0] =7, [|X = Y| > 1], asf que:

PIX-Y[>0<X2 P[X-Y|>1]=0
| |

PROPOSICION 5.3. Sea ¢ una constante y {X,,} una sucesion de variables aleatorias

tal que X, £, X, entonces cX, PLex.

Demostracion
lim,.0o P[|cX, — ¢X| > €] = im0 P || X, — X| > ﬁ] =0
=

PROPOSICION 5.4. Sean {X,,} y{Y.} dos sucesiones de variables aleatorias tales que
X, L. x y Yy, LY, entonces X, +Y, LX—i—Y.

Demostracién

Como | X, — X +Y, —Y| < |X, — X|+ |V, — Y], se tiene:
X, =X +Y,-Y|>elC [|X,—X|>£|U[lY, - Y]|>£]
Asi que:

lim, oo P[|Xn + Y, — X =Y >¢]

< lMmyenoo P [| X, — X| > 5] + lmyeae P [V, = Y| > 5] =0
n
PROPOSICION 5.5. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que X, L, X,

P
entonces X2 — X2.
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Demostracién
Como Y 77 Pk <|X| < k+1] =1, entonces dada § > 0 existe M tal que:

P(IX]>M] < P[IX] > M] =332 Plk<[X|<k+1] <3

También, como X, Lox , existe IV tal que, si n > N, entonces:
PlX,—X|>M]<$

Ademds, | X, + X| < |X,, — X| + 2|X], asi que:

[ X, + X| >4M] C [| X, — X| > 2M| U [| X| > M]

Por lo tanto, para n > N, se tiene:

P[|X,+ X|>4M]| < [|X, — X| >2M]+ P[|X| > M] < o
Asi que, dada € > 0:

P[IX2 = X2 > ¢] = P[|(X, + X)(X, — X)| > &]

= P[|(X, + X)(X, — X)| > &, | X, + X| < 4M)]
+P[|(X, + X)( X, — X)| > &, | X, + X| > 4M]

< P(Xn+ X)X, — X)| >e,0<|X,+ X| <4M]
+P[|(X, + X)) (X, — X)| > &, | X, + X| > 4M]

=P[X,— X|> 5,0 <|X, + X| <4M]

I
+P[|(X, + X)( X, — X)| >, | X, + X| > 4M]
<PX,—X|> 5]+ P[|Xn+ X| > 4M]
<PX,—X|> 5] +0

De manera que tomando limites, se obtiene:

limsup,,..., P [|X2 — X?| > €] < § para cualquier § > 0

Por lo tanto, lim,,..o, P[|X? — X?| > ¢] = 0.

COROLARIO 5.6. Sean {X,} y {Y.} dos sucesiones de variables aleatorias tales que
X, Pox y Y, P, Y, entonces XY, Loxy.
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Demostracion

Como XY, = 1 [(X,, +Y,,)? — (X,, — Y,,)?], entonces:

XY, S (X 4+Y)2— (X -Y) = XY

EJEMPLO 5.7. Sea 2 = (0,1] y P la medida de Lebesque sobre ), es decir, la medida
de probabilidad sobre el intervalo (0,1] que asigna a cada intervalo su longitud. Para
cada n € N, definamos X,, = L, 1y, es decir:

1 siw<?2
Xn(w) = { 0 en otro caso

Dada € > 0, se tiene:

ste<1
0 en otro caso

S|

P[\Xn|>5]:P[Xn>g]:{

Ast que, en cualquier caso, lim,,..o, P[|X,| > ¢] = 0. Por lo tanto, X, L. 0.

EjempPLO 5.8. Sea Q = (0,1] y P la medida de Lebesque sobre 2. Para cadan € N,
definamos:

x 1(07;] st m es impar
" Ly sinoes par

Dada € > 0 y n impar, se tiene:

1

ste<1
P X,| > €] _P[X”>€]_{ 6 en otro caso

Ast que Xop 11 P.0.
Por otro lado, dada € > 0 y n par, se tiene:

ste<1

1
PlX, -1 >¢] = { 0 en otro caso

Ast que X, 2o

Por lo tanto, la sucesion {X,} no converge en probabilidad.
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En los dos ejemplos anteriores, la convergencia o no convergencia en probabilidad
coincide con la convergencia o no convergencia de las variables aleatorias X, vistas
como funciones. Sin embargo éste no es siempre el caso. La convergencia en proba-
bilidad significa que es pequena la probabilidad de que |X,, — X| sea grande, pero la
sucesion de funciones X,, pudiera ni siquiera ser convergente, como se muestra en el
siguiente ejemplo:

EJEMPLO 5.9. Sea Q = (0,1] y P la medida de Lebesque sobre Q. Para i € N y
jeA{l,...,i}, definamos Y; ; = ](Q}_'] y ordenemos la familia de variables aleatorias

{Y;;}, primero de acuerdo al primer subindice i y después, fijando el subindice i, de
acuerdo al subindice j. De esta forma, se obtiene la sucesion X; = Y11, Xo = Yo,

Xy = Yoo, X4 = Va1, X5 = Yag, Xg = Yas, ... En general, si o1 < pn < Uy
n = —i(igl) + j, entonces X,, = Yj;.

Evidentemente, la sucesion de funciones {X,} no converge para ningin w € (0,1],
sin embargo, P [X;; =1 =1 y P[X;; =0l =1 — 1, asi que lim,,..oc P [|X,,| > €] =0
para cualquier € > 0. Por lo tanto, X, L0.

DEFINICION 5.10 (Convergencia en distribucién). Se dice que una sucesion {X,, }
de variables aleatorias converge en distribucion a la variable aleatoria X si:

lim,,.. Fix, () = Fx(x)

para cualquier nimero real x en el cual Fx es continua. En este caso se escribird
D
X, — X.

Obviamente si una sucesiéon {X,,} converge en distribucién a X, entonces cualquier
subsucesién de {X,,} también converge en distribucién a X.

PROPOSICION 5.11. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que X, 2 x

D
y X, — Y, entonces F'x = Fy.
Demostraciéon

De la definicién de convergencia en distribucién se sigue inmediatamente que F'x(z) =
Fy (z) para cualquier nimero real z tal que Fx y Fy son continuas en z. Pero como
el conjunto de discontinuidades de F'x y de Fy es a lo mds numerable, entonces el
conjunto de niimeros reales z para los cuales tanto F'y como Fy son continuas en z
es denso en R. El resultado se sigue entonces de la continuidad por la derecha de Fx

y Fy.
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También se tienen los siguientes dos resultados, cuya demostracién se deja como
ejercicio.
PROPOSICION 5.12. Sea ¢ una constante y { X, } una sucesion de variables aleatorias

tal que X, D, X, entonces cX, P, ex.

PROPOSICION 5.13. Sea ¢ una constante y {X,} una sucesion de variables aleatorias

tal que X, L, X, entonces X,, + ¢ N G

EJEMPLO 5.14. Sea {X,} la sucesion del ejemplo 5.7, entonces X, 2. 0.

EJEMPLO 5.15. Sea {X,,} la sucesion del ejemplo 5.8, entonces {X,,} no converge en
distribucion.

EJEMPLO 5.16. Sea {X,} la sucesion del ejemplo 5.9, entonces X, 2.0

EJEMPLO 5.17. El teorema de de Moivre Laplace constituye un ejemplo bdsico de
convergencia en distribucion. Este resultado establece, en particular, que st a € R y,
para cadan € R, X,, es una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
nype€ (0,1). Entonces:

, Xp—np 1 oo _ 1,2
llmnwooP [W > a] = \/_27»[& e 2% dx

. D . . o
Es decir, X,, — X, en donde X es una variable aleatoria con distribucion normal
estandar.

EJEMPLO 5.18. El teorema de Poisson constituye otro ejemplo bdsico de convergencia
en distribucion. FEste resultado establece que si, para cada n € R, X, es una variable
aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n y p € (0,1) de tal manera que
A = np es constante, entonces, para cualquier k € {0,1,...}, se tiene:

lmy,...oo P [X, = k] = 22

Por lo tanto, para cualquier x > 0, se tiene:

1, P[X, <] = S Ate 2

en donde [[x]] denota a la parte entera de x.

. D . . o .
Es decir, X,, — X, en donde X es una variable aleatoria con distribucion Poisson
de pardmetro \.

DEFINICION 5.19 (Convergencia casi segura). Se dice que una sucesion {X,} de
variables aleatorias converge casi sequramente a la variable aleatoria X si:
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P [limy 00 X, = X] =1

e, c.S.
En este caso se escribirg X,, — X.

Obviamente si una sucesién {X,,} converge casi seguramente a X, entonces cualquier
subsucesién de {X,,} también converge casi seguramente a X.

La demostracién de la siguiente proposicién es inmediata y las tres que le siguen se
siguen inmediatamente de los resultados andlogos para sucesiones de niimeros reales.

PROPOSICION 5.20. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tales que X,,
X y X, =% X, entonces P[X =Y] = 1.

PROPOSICION 5.21. Sea ¢ una constante y {X,,} una sucesion de variables aleatorias
tal que X,, == X, entonces cX,, — cX.

PROPOSICION 5.22. Sean {X,} y {Y.} dos sucesiones de variables aleatorias tales
que X, == X y Y, 2% Y, entonces X, + Y, =5 X +Y.

PrROPOSICION 5.23. Sean {X,} y {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias tales
que X, == X y Y, 2% Y, entonces XY, = XY.

EJEMPLO 5.24. Sea {X,,} la sucesion del ejemplo 5.7, entonces X,, — 0.

EJEMPLO 5.25. Sea {X,} la sucesion del ejemplo 5.8, entonces {X,} no converge
casi seqguramente.

EJEMPLO 5.26. Sea {X,} la sucesion del ejemplo 5.9, entonces {X,,} no converge
casi sequramente.

5.2. Relacién entre modos de convergencia

PROPOSICION 5.27. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que X, i X,

entonces X,, L, x.

Demostracién

Paraec > 0,n € Nyt eR, se tiene:

Fx(t—e)=P[X <t—¢]
=PIX<t—e|X-X,|>e] +PX <t—¢e|X—-X,| <¢]

=P X<t—e|X-X,|>e]+PX<t—-eX—-ec<X,<X+¢
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<P[X =X, > ]+ P[X, <] = P[[X — X,| > ¢] + Fx, (¢)
Fx,(t)=P[X, <t]=P[X, <t,|X = X,| >¢]|+ P[X, <t,|X — X,| <¢]
=PX,<t,|I X=X, >e|+P[X,<t,X,—e< X <X, +¢
<PX—-X,|>c]|+P[X<t+e|=P[|X —X,| >¢c]+ Fx(t+¢)
Asi que, para cualquier e > 0, n € N y t € R, se tiene:
Fx(t—¢e)=P[|X —X,|>¢e] < Fx,(t) < Fx(t+e)+ P[|X — X,,| > €]
Tomando limites cuando n ~» oo y utilizando el hecho de que X, Lx , se obtiene:
Fx(t —e) <liminf,..« Fx, (t) < limsup,. . Fx,(t) < Fx(t+¢)

Ahora, si t es un punto de continuidad de Fl, entonces, tomando limites cuando
g ~ 0, se obtiene:

Fx(t) <liminf,. Fx,(t) < limsup,,_ .. Fx, (t) < Fx(t)

Asi que lim,,.. o, Fx, (t) = Fx(t).

El ejemplo siguiente muestra que el inverso de la proposicién 5.27 no es vdlido en
general.

EJEMPLO 5.28. Sea X wuna variable aleatoria con distribucidon normal estdndar vy,
para cada n € N, definamos:

{ X sin es impar

X, = .

—X sin es par

Entonces Fx, (r) = Fx(x) para cualquier x € R, ast que X, L. X. Sin embargo,
| Xon, — X| = 2|X| para cualquier n € N, asi que P[|Xs, — X|>¢] = P [|X] > £]
para cualquier € > 0. Por lo tanto lim,..oo P [| X2, — X| >¢] = P[|X]|>£] > 0,
ast que la sucesion {X,} no converge a X en probabilidad. De hecho, la sucesion
{X,.} no converge en probabilidad a ninguna variable aleatoria pues Xo,11 ~~ X en
probabilidad, ast que si X,, ~ Y en probabilidad, entonces P[X =Y]| =1, asi que se
deberia tener X, ~» X en probabilidad, lo cual es falso.

Se tiene el siguiente resultado parcial:
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PROPOSICION 5.29. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que X, 2, 0,

P
entonces X,, — 0.

Demostracion
La hipoétesis nos dice que:

0 siz<O
1 siz>0

limnwoo FXn (m) = {
Ademsds, para € > 0:
Pl|X,|>¢e]=P[X,>¢|]+P[X, < —¢|<P[X, >¢]+P[X, < —¢
=1-Fx,(e) + Fx,(—¢)

Asi que, lim,,.. P[|X,| > €] = 0.

]
COROLARIO 5.30. Sean {X,,} y{Y,} dos sucesiones de variables aleatorias tales que:
X, N y Y, L, 0, entonces X, +Y, Lo,

COROLARIO 5.31. Sean {X,} y{Y,} dos sucesiones de variables aleatorias tales que

X, N y Y, D, 0, entonces X,,Y, Lo,

PROPOSICION 5.32. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que X, ~>> X,

P
entonces X, — X.

Demostraciéon

Como P [lim,,..., X,, = 0] = 1, existe un conjunto 2y C £ de probabilidad 0 tal que
siw € Qf entonces lim,,. o X, (w) = 0. Asi que, dadow € Qf y € > 0, existe NV tal que
| X, (w)| < e para cualquier n > N, esto significa quew € () {w € Q : | X, (w)] < e}

Dicho de otra forma, si w € €1f, entonces, dada cualquier ¢ > 0:
we M, {weQ:|X,(w)] <e}

para alguna m, lo cual a su vez significa que w € [J-_, [~ {w € Q: | X, (w)| < e}].
Asi que:

5 C Ut (M {w € 21 [ X (w)] < €}

Por lo tanto:
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PUno M, lwe Q[ X (W) <e}]) =1

Sea By, (¢) = (oo, {w € Q: |X,,(w)| < e}, entonces la sucesién de eventos By (€), By(¢), . ..
es mondtona creciente, asi que:

imyyo0 P [Bin(€)] = P (Up=; Bn(e)) =1
De lo cual se sigue, lim,,.., P [BS, ()] = 0.

Pero BS(e) = U2, {we Q:|X,(w)] > e}, asi que [|X,,| >¢] C BS(g). Por lo
tanto:

limy o0 P[| Xin| > €] < limp,oo P [BS,(€)] = 0.

El inverso de la proposicién 5.32 no es vilido en general. Para un ejemplo, considérese
la sucesion {X,,} del ejemplo 5.9, la cual converge en probabilidad, pero no converge
casi seguramente.

5.3. Lema de Borel-Cantelli y convergencia casi segura

PROPOSICION 5.33. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias, entonces X,, —
0 si y sdlo si:

Pl{w e Q:|X,(w)| > € para una infinidad de valores de n}] =0

para cualquier € > 0.

Demostracién

Supongamos primero que X,, — 0 y, para cada ¢ > 0, sea:

A(e) = {w € Q: | X, (w)| > € para una infinidad de valores de n}

Como P [lim,,.., X, = 0] = 1, existe un conjunto 2y C € de probabilidad 1 tal que
si w € Qp entonces lim,,..o, X,,(w) = 0. Asi que, dado w € Qy y € > 0, existe N tal
que | X,(w)| < € para cualquier n > N. Por lo tanto, si w € A(e), entonces w € Qf,
asi que P [A(e)] < P[] = 0.

Inversamente, supongamos que:
P[{w e Q:|X,(w)| > € para una infinidad de valores de n}] =0

para cualquier € > 0
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Para cada r € N, sea:
B, = {w e Q:|X,(w)| > I para una infinidad de valores de n}

Se tiene P(B,) = 0 para cualquier € N y la sucesién de eventos Bf, BS,... es
mondétona decreciente, asi que:

PN, BY) = lim, oo P(BY) = 1

Pero, B¢ = {w € Q : Existe N(w) tal que |X,(w)| < % para cualquier n > N(w)}. De
manera que si w € (|-, B¢, entonces para cualquier r € N existe N(w) tal que

| Xn(w)] < % para cualquier n > N(w). En particular, dada ¢ > 0 sea r € N

tal que 1 < ey N(w) tal que |X,(w)] < I para cualquier n > N(w), entonces

| X (w)| < € para cualquier n > N(w), lo cual significa que lim,,..o, X, (w) = 0. Es
decir, ()2, BE C [limy..cc X,, = 0] y entonces P [lim,,..o. X,, = 0] > P (2, B) = 1.

COROLARIO 5.34. Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias y X otra variable
aleatoria, entonces X,, == X si y solo si:

P{w e Q:|X,(w) — X(w)| > € para una infinidad de valores de n}] =0

para cualquier € > 0.

PrOPOSICION 5.35 (Lema de Borel-Cantelli). Sea Aj, As, ... una sucesion de eventos
tales que > >~ P (A,) < oo, entonces:

P{w € Q:w € A, para una infinidad de valores de n}] =0
Demostracién

Sea A ={w € Q:w € A, para una infinidad de valores de n}.

Para cada m € N, sea B,, = |J°_ A,. Entonces la sucesién de eventos B,, es

n=m "N

mondtona decreciente y A = (| _, By, asi que:

P(A) =P _; B =limy.oo P U2, An) <limppeoo > oo P(A,) =0

n=m

COROLARIO 5.36. Sea X1, X, ... una sucesion de variables aleatorias tales que:
> ey PXn| > €] <00
para cualquier € > 0.

Entonces:
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X, =50
Demostracién
Sea A(e) = {w € Q: |X,,(w)| > ¢ para una infinidad de valores de n}.

Por la proposicién 5.35, P [A(e)] = 0 para cualquier ¢ > 0. Asi que el resultado se
sigue aplicando la proposicion 5.33.

]
COROLARIO 5.37. Sean X, X1, Xs, ... variables aleatorias tales que:
[e.e]
Y i PlIXn —X| >l <0
para cualquier € > 0.
Entonces:
X, =5 X
5.4. Funciones generadoras y convergencia en distribucion
TEOREMA 5.38. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias que admiten
como posibles valores inicamente enteros no negativos y sean ®1, o, ... sus correspon-

dientes funciones generadoras de probabilidades, entonces el limite lim,,...., P [ X, = k]
existe para cualquier k € {0,1,...} si y sdlo si el limite lim,,..o. P, (t) existe para
cualquier t € (0,1). Ademds, en ese caso, si f(k) = im0 P[X, =k] y ®(t) =
im0 @ (t), entonces ®(t) =S oo, f(k)t".

Demostracién

Supongamos primero que lim,,..o, P [X,, = k] existe para cualquier £ € {0,1,...}.
Para k € {0,1,...},n € Nyt € (0,1), definamos f(k) = lim, ... P [X,, = k], fn(k) =
P(X, =kl y ®(t) = > 12, f(k)t*. Obsérvese que como 0 < f(k) < 1 para cualquier
k, ® estd bien definida.

Fijemos t € (0,1) y sea r € N. Se tiene entonces:

(@ (t) — ®(1)] = | 2272 [fulk) — FR) ] < 3202 | fu(R) — F(R)|

= o lfa(R) = FR) 5+ 3002, | fulR) = f(R)| 2

< Sy falk) = FlR)| R+ 3000t
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Como la serie Y7, t* es convergente, dada ¢ > 0 existe r € N tal que > ;7 tF < £.

Ahora, como lim,,..o fn(k) = f(k) para cualquier £ € {0,1,...}, entonces existe
N € N tal que |f,(k) — f(k)| < 5 para cualquier k € {0,...,r —1} yn > N.

Por lo tanto, para n > N, se tiene:

[,(1) — B(1)] < b Lfulk) = SO+ T3, 1 < £ Y07 | fulk) = F(R) +5 <
Asi que:

lim,,. o0 ©,(t) = P(2)

lo cual demuestra la primera parte.

Supongamos ahora que lim,,..., ¢, () existe para cualquier ¢ € (0,1). Para t € (0,1),
ke {0,1,...} y n €N, definamos f,(k) = P[X, =k], & = &, y oF (1) =
&L (1) = fn (k)

t
Vamos a demostrar, por induccién, que, para cualquier k& € {0,1,...}, se tienen las
siguientes dos propiedades:

() @ () = fulk) + > ki1 fa(j)t* para cualquier t € (0,1) y n € N.

(i) limyeo o) () existe para cualquier ¢ € (0,1) y la funcién ®*) = lim,,... o
es no decreciente en el intervalo (0,1).
(iii) My eeo fr(k) = limy..qyr ®F)(2)

)

Para k£ = 0, se tiene:

O (1) = @ (t) = S0 fulB)tF = £u(0) + 3252, fulk)th

Ademads, por hipétesis, lim,, .. o NS (t) = lim,,. oo P, (t) existe para cualquier t € (0,1)

y, como, para cualquier n € N, ®, es una funcién no decreciente en el intervalo (0, 1),

entonces la funcién ®© = lim,, . <I>£Lk) también lo es.

Ahora bien, para cualquier t € (0,1) y n € N, se tiene:

01(8) = Bu(t) = 2720 Sl = Ful0) + 252, ful)

Asi que:

Cu(t) > fu(0) = u(t) = D07, fulk)tF = Pu(t) — D002, 10 = @u(t) — 15

De manera que, tomando limites cuando n tiende a oo, se obtiene:
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®(t) > limsup,,...o. fo(0) > iminf, .o f(0) > @(t) — 15
Finalmente, tomando limites cuando ¢ tiende a 0 por la derecha:
limy...o+ ®(t) > limsup,,.. o, fn(0) > liminf,, . fn(0) > im0y P(%)
Asi que, lim,,. 0 fr(0) = im0 O(2).

Supongamos ahora que se cumplen las propiedades ¢, i y iz para k = m, en donde
m € {0,1,...}, entonces:

(I)%m—kl)(t) _ @Slm)(t)tffn(m _ fn(m)JrZ?imH{n(j)tj‘m*fn(m) _ Xmr fa (T

t
= falm + 1)+ 37y fu(G)E "D
Como lfmy,....o & (t) existe para cualquier ¢ € (0,1) y lim,,.. o fn(m) existe, entonces:

(I)(m+1)

(m)
lim,, . o0 On (t) = limye. 00 Pn (t)tffn(m)

existe para cualquier ¢t € (0, 1).

Por la propiedad i, la funcién ™™ es no decreciente en el intervalo (0,1), asi que
la funcién &+ = 1im,,., ®7 también 1o es.

Ahora bien, para cualquier t € (0,1), k € {0,1,...} y n € N, se tiene:

O () = fulm + 1)+ 2y Fal)t7 ("D

Asi que:
V() > fulm +1) = BV (1) = S0, fulg)r 0D

> <I>nm+l)(t) _ Z;im+2 pi=(mt1) _ (I)%m+l)(t> _ %_t

De manera que, tomando limites cuando n tiende a oo, se obtiene:
(1) > Hmsup,,... o fo(m + 1) > Hminf, oo fu(m + 1) > @D (1) — 14
Finalmente, tomando limites cuando ¢ tiende a 0 por la derecha:

limy..op @Y (t) > limsup,, . fo(m+1) > liminf,..o f,,(m41) > lim,..op @D (2)

Asf que, im0 fo(m 4 1) = limy.gy @D ().
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COROLARIO 5.39. Sean X, X4, Xs, ... variables aleatorias que admiten como posibles
valores unicamente enteros no negativos y sean ®, P, Do, ... sus correspondientes

funciones generadoras de probabilidades, entonces X, LX s y solo si ®(t) =
im0 D (t) para cualquier t € (0,1).

Demostracion

Supongamos que X, Lox , entonces lim,,..., P [X,, = k] = P [X = k] para cualquier
k € {0,1,...}, asi que, por el teorema 5.38, lim,,.., ®,(t) existe para cualquier ¢ €
(0,1) y si ¥(t) = limy.00 P (), entonces U(t) = > 17  P[X = k| tF = ®(¢).

Supongamos ahora que ®(t) = lim,..,, ®,(t) para cualquier ¢t € (0,1), entonces,
por el teorema 5.38, lim,... P [X, = k| existe para cualquier k& € {0,1,...} y si
f(k) = im0 P[X,, = k], entonces Y po P[X = k] tF = ®(t) = D2, f(k)t*. Asf
que lim,,., P [X,, = k] = f(k) = P[X = k]. -

La demostracién del siguiente resultado requiere de resultados no expuestos en este
libro, de manera que tinicamente se enuncia. Puede consultarse una demostracién en
Billingsley, P., Probability and Measure, John Wiley, 1979.

TEOREMA 5.40. Sean X, X;,X,,... variables aleatorias y supongamos que sus co-
rrespondientes funciones generadoras de momentos, M, My, M, ..., estin definidas

en una vecindad comun de 0. Entonces X, —> X si y sdlo st M(t) = limy,.0o M, (t)
en una vecindad de 0.

5.5. Ley débil de los grandes nimeros

La ley débil de los grandes nimeros tiene su origen en el teorema de Bernoulli, pu-
blicado en el ano 1713, el cual establece que si £ es un experimento aleatorio y A
un evento relativo a ese experimento, de probabilidad igual a p, y consideramos un
nuevo experimento aleatorio consistente en la repeticién indefinida del experimento &,
de tal manera que cada repeticién es independiente de las otras, entonces, llamando
X, al nimero de veces que ocurre el evento A en las primeras n repeticiones del

. . X P
eXperlmento, se tiene =& — p-
n

El teorema de Bernoulli equivale a decir que si X7, X5, ... es una sucesién de variables
aleatorias independientes, todas con distribucién Bernoulli de pardmetro p, entonces:

X1+ Xo++X, _P
. *p

La forma general de este resultado se debe al matematico soviético Pafnuty Lvovich
Chebyshev, quien en el ano 1867 demostré el siguiente resultado:
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PRrROPOSICION 5.41 (Chebyshev). Sea X1, Xs, ... una sucesion de variables aleato-
rias, independientes e idénticamente distribuidas, de varianza finita. Entonces:

X1+---+Xn P
n M

en donde p es la esperanza comin de Xy, Xo, .. ..
Demostracion

Para cada n € N, sea Y, = 21&=*Xa  Fntonces V), es una variable aleatoria de
varianza finita y esperanza p. De manera que, por la desigualdad de Chebyshev, se
tiene:

2

PllY, —u|l>¢] < e%Var Y. =2

ne2

en donde 02 es la varianza comin de X, X», . ... Tomando limites cuando n ~ oo se
tiene entonces el resultado.

El teorema de Bernoulli admite una generalizacién en otro sentido: Sea X, X5, ... una
sucesion de variables aleatorias independientes, todas con distribucién Bernoulli, pero
no necesariamente idénticamente distribuidas, entonces % Z;LZI X;— % Z;LZI Dj £, 0,
en donde p; es el pardmetro de X;. Este resultado se debe a Siméon Denis Poisson,
quien lo demostro en el ano 1800 y lo bautizé como la ley débil de los grandes niimeros.
La forma general de este resultado se debe al matemético soviético Andrei Andreye-
vich Markov, quien en el ano 1880 demostré el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.42 (Markov). Sea X, Xy, ... una sucesion de variables aleatorias,
independientes de varianza finita tales que lim,,.. # Z?Zl 0]2- = 0. Entonces:

n n P
%Zj:l Xj— % Zj:l My — 0
en donde ji; es la esperanza Xj;.

Demostraciéon
Para cada n € N, sea Y, = % Entonces Y,, es una variable aleatoria de
varianza finita y esperanza p. De manera que, por la desigualdad de Chebyshev, se

tiene:
1 n 1 n 2
Yo —w iy > 5] < e 2 0

Tomando limites cuando n ~~ oo se tiene entonces el resultado.

P|
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EJEMPLO 5.43. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes,
con funciones de densidad fi, fo, ..., respectivamente, dadas por:

fulz) = % sixe{ni,—ni}
' (x) =

0 en otro caso
Paran € N, se tiene p1,, = 0 y 02 = \/n, asi que:
im0 >y 03 = WMo 5 >0y V7 < Moo 2/ = 1m0 J= = 0
Por lo tanto, con base en la proposicion 5.42, se concluye:
% Z?:l XJ’ i) 0

EJEMPLO 5.44. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes,
con funciones de densidad fi, fo, ..., respectivamente, dadas por:

fulz) = { é siz € {n,—n}

en otro caso

Paran € N, se tiene 1, =0 y 02 = n?, asi que:

; 1 n 2 _ s 1 n 9 s (n+1)(2n+1) __
limy, .00 3 Zj:1 o} =limy..c 75 ZFI J2 = im0 5 = 00

Por lo tanto, no se cumple la condicion de Markov, la cual permitiria concluir
1\ P

EZj:l Xj 0.

Obsérvese que se tiene:

X =130 X -3 Xy =4 X -l LS X

Asi que si se tuviera * Z X £, 0, entonces se tendria 1X .0, Pero ‘ LX, ‘ =
1 con probabilidad 1.

A

El resultado de Aleksandr Yakovlevich Khintchine, el cual se demuestra mas adelante,
muestra que la condicién de la proposicién 5.42 no es necesaria para la validez de la

ley débil.

LEMA 5.45. Si f : [0,00) — R es una funcion decreciente y no negativa tal que
I3 f(@)dz < oo y (a,) una sucesion mondtona creciente de nimeros reales positivos
tal que hmnwoo a, = 0o, entonces lim,,..o a, f(a,) = 0.
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Demostracion

La sucesién (s,), en donde s, = > cnp<q,y f(K), €s mondtona no decreciente y se
tiene: a

k k an 0o
Sn = Z{keN:kgan} fk_1 f(k)dz < Z{keN;kgan} fk—l f(x)dz < fo f(z)dz < fo f(z)dz.
Asf que (s,) converge y es, por lo tanto, una sucesiéon de Cauchy.

Entonces, dada ¢ > 0 existe un nimero natural M tal que si n > m > M entonces
Sn — 8m < 3, es decir Z{keN:am<k§an} f(k) < 5.

Sea ahora N tal que a, > 2(ap + 1) para cualquier n > N, se tiene entonces, para

n>N,a, —2(an +1) >0y (an —an — 1) f(an) < 3 ipemay <heany [ (k) < 5. Ast
que:

anflay) <2(a, —apy —1)f(a) < e

lo cual prueba el resultado. .

PROPOSICION 5.46. Si X es una variable aleatoria de esperanza finita y (a,) una
sucesion mondtona creciente de niumeros reales positivos tal que lim,.. a, = 00,
entonces:

lim,.o0 @, P[X > a,] = lim, 00 a, P[X < —a,] =0
Demostracion
Como X tiene esperanza finita, se tiene:
JSPX > alde = [[7[1 — Fx(x)]de < o0
y:
S PX < —a]de < [[°P[X < —a]dx = []° Fx(—z) <0

Ademds, las funciones z — P[X > z] y  — P[X < —z] son no negativas y decre-
cientes en el intervalo [0, 00).
El resultado se sigue entonces del lema 5.45.

u
LEMA 5.47. Sea Xy, Xs,... una sucesion de variables aleatorias, independientes e

idénticamente distribuidas, de esperanza finita p y (a,) una sucesion mondtona cre-
ciente de niumeros reales positivos tal que lim,,.. o a,, = 00. Paran,k € N, definamos:



240 5. TEOREMAS LIMITE

0 en otro caso

Entonces, fijando n, las variables aleatorias Y{",Yy', ... tienen la misma distribucion.
Ademds,si 1, es la esperanza comin de Y{",Y5', ..., entonces lim,,. t,, = fi.
Demostracion

Fyp(a) = PV <o) = P[Yy <2, X0] < ai] + PV < 21X, > a)

0 six < —ay,

) Pl-a, < Xi <z si —a, <x<0
) Plan < Xp <z]+ P[| Xk >a,] si0<z<a,

\ 1 six > a,

(0 sirz < —ay,
) Pl-a, < X <z si —a, <x<0
) P Xy <z]+P[Xy>a,] si0<z<a,

\ 1 six > a,

(0 six < —ay
) Fx(x) = P[Xi < —a,] st —a, <2<0
) Fx,(2)+P[Xy>a,) si0<z<a,

\ 1 sixz > a,
De manera que, fijando n, las variables aleatorias Y;",Y,", ... tienen la misma dis-

tribucién. Ademds:

= E Y7 = [ [~ Bp@)] do — [ Fyp (-
= [, [1 = Fyp(x)] do — [ Fyp(—x)da

= Oa" [1— Fx,(x) — P[X; > a,]]dx — Oa” [Fx,(—z) — P[X; < —a,]] dz

= [i"[1 = Fx,(z)]dz — a, P [X1 > a,] — [ Fx,(—2)dz + a, P [X1 < —a,]

= "1 = Fx,(x)]dz — [} Fx,(—2)dz + a, P [X1 < —ay) — a, P [ X1 > a,)

Asi que, utilizando la proposicién 5.46, lim,,.. i1, = F [X1] = p.
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El siguiente resultado fue demostrado por Aleksandr Yakovlevich Khintchine en el
ano 1928:

ProrosicioN 5.48 (Khintchine). Sea X, Xy, ... una sucesion de variables aleato-
rias, independientes e idénticamente distribuidas, de esperanza finita . Entonces:

Y T M

Demostracion

Sea v es el valor comin de F[|Xi|], E[|Xz|],.... Siv =0, el resultado es trivial.
Supongamos entonces que v > 0.

Dada ¢ > 0, definamos, para n, k € N:

a:ﬁnyyn: Xk si |Xk:|§an
™ 8w k 0  en otro caso

Por el lema 5.47, fijando n, las variables aleatorias Y{",Y;", ... tienen la misma dis-
tribucién y si p,, es la esperanza comin de Y, Y, ..., entonces lim,,.. pt,, = pt.

. . 2 ) .
Por otra parte, para cualesquiera n,k € N, se tiene (Y*)® < a2, asi que Y;" tiene
varianza finita.

Ademss, |Y*| < |Xi| y [Y?| < an, asf que, si 02 es la varianza comtin de Y, V)", .. .,
se tiene:

o2 < E[(YP)’] < Elan | Xil] = an B [|Xx]] = S [|X,]] = 2.

Ahora bien, como lim,.oop, = py lim,..o a,P[X; > a,] = 0, existe N tal que
= 1] < 5 ¥ anP[X1 > a,] < % para cualquier n > N.

Entonces, para n > N, se tiene:
P[[Fe — ) > €]

Yy Y
n

IN

P

— ,LL‘ > 5] + P[Y;* # Xj para alguna k < n]

L FiRaRaR A
0 T Hp

IA

dl

> %] + P[Y;* # X} para alguna k < n]

Pero, por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

Y1n+"'+Yn
T” — /"Ln

|3‘°
N[>,

2 ne? —

P

>5}< 7

Ademss:
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P [Yk" # X}, para alguna k < n] < Zzzl )z D/kn £ X,
=> 1 PlIXk| > a,] = nP X1 > a,)]

= 2a,P[X;>a,) = %anP (X1 > a,) <

an

N[>

Asi que:
Pttt > ] <84 =a

lo cual prueba el resultado.

El método utilizado por Khintchine en la proposicién anterior es conocido como el
método de truncacién. Fue introducido por Markov en el anio 1913 con relacién a
un teorema de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, el cual generaliza el teorema de de
Moivre.

EJEMPLO 5.49. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes
con funcion de densidad comin f dada por:

. .
) 5 sizeN
flz) = { 0 en otro caso

, . , . jo
Se tiene 1 ="> -, 72 < 00, asi que: por el teorema de Khintchine, w — U
C

Obsérvese que se tiene 02 = 220:1 £ — 220:1 5 = oo.

5.5.1. Interpretacién de la Esperanza. La ley débil de los grandes niimeros
permite recuperar la interpretacién de la esperanza de una variable aleatoria como
el promedio de los valores que toma ésta cuando el experimento aleatorio se repite
muchas veces.

EJEMPLO 5.50. Supongamos que se participa en un juego en el cual la ganancia es-
perada es de |1 pesos, entonces, por la ley débil de los grandes nimeros, dada cualquier
e>0:

im, o P[5 ) <] =1

Esto significa que dada § > 0, existe N tal que P [|2 34X — | <e] > 1 -4 para
cualquier n > N, lo cual equivale a decir que, para cualquier n > N:

Phnp—e)<Xi+--+ X, <nlp+e)]>1-0
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Tomemos, por ejemplo, p =1, e =0.01 y 6 = 0.01. Entonces existe N tal que, para
cualquier n > N, se tiene:

Pl0.99n < X; +---+ X, <1.01n] > 0.99
En particular:

P[X;+--4+ X, >0.99n] > 0.99
P[X;+---4+ X, >1.01n] <0.01

A

El resultado que obtuvimos en el capitulo 5, del primer volumen de este libro, con
relacion a la obra Hamlet de Shakespeare, el cual puede parecer sorprendente, puede
ahora entenderse un poco mejor. Ahi consideramos la obra Hamlet de Shakespeare,
el conjunto C' de caracteres tipograficos que ahi se utilizan y el nimero total 7' de
caracteres fisicamente distintos que se utilizan en la obra. Suponiendo entonces que
una persona escribe una secuencia de 1" caracteres, cada uno seleccionado al azar del

conjunto C', la probabilidad de que esa secuencia de T" caracteres coincida exactamente

con la obra de Shakespeare resulta ser igual a p = (%)T, en donde m es el niimero

de elementos que hay en C. Suponiendo ahora que el experimento consistente en
escribir una secuencia de T' caracteres, cada uno seleccionado al azar del conjunto
C, se repite indefinidamente, siendo cada repeticiéon independiente de las demds y
definiendo como éxito, en cada repeticion de este experimento, al hecho de obtener
una secuencia de 1" caracteres que coincida exactamente con la obra de Shakespeare,
tenemos entonces una sucesién de ensayos de Bernoulli, independientes, en cada uno
de los cuales la probabilidad de éxito es igual a p. Demostramos entonces que la
probabilidad de que en algiin momento una de las secuencias de 7" caracteres coincida
exactamente con la obra de Shakespeare es igual a 1. Podemos preguntarnos ahora
cudntas secuencias de 1" caracteres tendrian que escribirse, en promedio, hasta llegar
a obtener en algin momento la obra de Shakespeare. La respuesta es la esperanza
de la variable aleatoria Y definida como es el nimero de repeticiones del experimento
que se tienen que realizar hasta obtener por primera vez éxito en la mencionada
sucesion de elnsayos de Bernoulli. Como Y — 1 tiene distribucién geométrica, se tiene
EY]=1+=F=_=m"

Sin embargo, cabe comentar que el resultado no demuestra la validez de tal inter-
pretaciéon préctica. En primer lugar porque la ley débil establece inicamente que
la probabilidad de que el promedio % difiera de la esperanza p en una can-
tidad grande es pequena, lo cual no significa que, necesariamente, en una repeticiéon
particular del experimento aleatorio correspondiente, el promedio de los valores de
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la variable aleatoria se acercard cada vez mas a p. Ni siquiera significa que, reali-
zando muchas secuencias de repeticiones del experimento aleatorio, los casos en que
el promedio de los valores de la variable aleatoria no se acerquen cada vez mds a p
serdn raros, a menos que integremos la interpretacién frecuencial de la probabilidad,
la cual no queda demostrada tampoco por la ley débil. En otras palabras, la ley
débil de los grandes nimeros es un resultado puramente tedrico, el cual se obtiene a
partir de las propiedades del modelo matemético que hemos considerado hasta este
momento. Su interpretacién préactica requiere de consideraciones adicionales que no
estdn contenidas dentro del modelo tedrico. Sin embargo, hay algo, en conexién con
esta discusién, que sf se deriva de la ley débil y es el hecho de que, si bien el resultado
no demuestra la validez de la interpretacién frecuencial de la probabilidad, si muestra
que el modelo probabilistico que hemos desarrollado es perfectamente compatible con
tal interpretacién.

Por otra parte, incluso como resultado teérico, debe de tenerse cuidado en la inter-
pretacion de lo que dice la ley débil pues se establece inicamente que, cuando m es
grande, hay una probabilidad cercana a 1 de que el valor absoluto de la diferencia
% — /4 sea menor que un nimero positivo fijo de antemano. Esto no debe
interpretarse en el sentido de que, cuando n es grande, la suma X; +--- 4+ X, y la

cantidad np difieran en muy poco con una probabilidad muy grande.

Esta idea queda maés clara en el contexto de los juegos “justos”. Supongamos para esto
que X representa la ganancia que se recibe al participar en un juego. La suma X; +
-+ X, representa entonces la ganancia acumulada en n juego, mientras que la cantidad
np representa el pago total que se debe hacer por participar en los n juegos de tal
manera que cada uno de ellos sea justo. ;Puede esperarse que la ganancia acumulada
serd aproximadamente igual al pago total? La respuesta es, no necesariamente, lo
cual se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.51. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes,
todas con funcion de densidad dada por:

L siz=2 conj€N

ez A
f(x): 1—2]:1W stz =0
0 en otro caso
Se tiene E[X;] = Zj’;l j(j%l) = 1. De manera que, por la proposicion 5.48, para

cualquier € > 0, se tiene:
iMoo P[22 — 1| > €] =0

en donde S, =Y 1_; X
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De aqui se sigue que:
limy, oo P[|Sn —n| <en] =1

lo cual nos dice que cuando n es grande, con probabilidad muy cercana a 1, la ganancia
en este juego se encuentra localizada en el intervalo [—en,en|. Como puede verse,
debido a que dicho intervalo es muy grande, esa relacion no nos da una idea clara
sobre el valor de S,,.

Se puede dar una mayor precision en cuanto a la localizacion de S,,. Para esto, defi-
namos, para cada nimero natural n > 2, a, = logLn y, para k € N:
2

k 0 en otro caso

Yn:{ Xk 81 |Xk| San

Siguiendo la demostracion de la proposicion 5.48, se tiene que, fijando n, las variables
aleatorias Y, Yy', ... tienen la misma distribucion y su varianza es finita. Ademds:

E D/kn] - Z{jeN:ngan} 2/p [Xk = 2j] = Z{jeN:ngan} J(J;H)
Var(Yy") < E [(Yknﬂ = E{jeszﬂ'gan} 29 P [ Xy = 2]

23
Z{]GN 27<an} j ]+1 Z{jEN 2J<an} Z{]EN :;j<logy an} j

Vamos a requerir de una cota superior adecuada para esta tultima sumatoria. Para
2 k
obtenerla, sea z, = 2= >\, 2, entonces:

(n+1)2 —n+1 28 (n+1)2 _ (n+1)? 2", 1
k2 Zk 1 211 n2 Zn +

Zntl = ongl 2uk=1 k% — 2n41
=1(1+1%2,+1
= t+g) st
Supongamos z,.1 < z,, entonces:
— (141 1<i(14+1)?%z,+1=
Zn4+2 = 2 + n Zn+1 + = 9 + n Zn + 1= Zn+1
p 2k 347 _ 424 2’<_352
Ademds, z5 = 25 Zk 12 =59 AA =53 ) e 52 = De manera que z5 < zy4.

Por lo tanto, por el principio de induccion matemdtica, z,+1 < 2z, para cualquier
n > 4.

Ast que la sucesion (2,)n>4 €5 mondtona decreciente y como es no negativa, converge.



246 5. TEOREMAS LIMITE

Aunque no se requiere tener el valor de lim,,.. z,, se puede obtener facilmente. En
, 2 .
efecto, sea z = lim,,.. o 2,, entonces, como z, 1 = % (1 + %) Zn + 1, tomando limites

cuando n ~» 0o, se obtiene z = %z + 1, de lo cual resulta z = 2.

Como la sucesion (z,)n>4 converge, estd acotada. Sea M una cota superior de (2, )n>1,
se tiene entonces:

o n2 n 2k:
= gn Qg1 iz S M
para cualquier n € N.

Por lo tanto:

n 2k M2n .
Y ohet 7z < S5 para cualquier n € N,

Sea k,, es el mas grande entero k tal que 2% < a,, es decir, 2" < a, y k,+1 > log, ay,.
Entonces, tomando n suficientemente grande de tal manera que log, a,, > 2, se tiene:

20 _ ke 20 o M2Fn - Man, < May, _ _4May
Z{jGNijSIng an} j2 Zj:1 2 = k2 = (loggan—1)? — (%log2an)2 T (logg an)?”

Asi que:
n ] Aan
Var(Yy") <3 gens<og, an} 3_; S Togy an)?
en donde A = 4M.
Sea ahora b, =3 p_ E[Y;"] =n Z{keN:ngan} —k(k1+1)'

Obsérvese que lim,,..o a,, = 00, pero como limy,.o % = im0 @ =0, a, crece
mucho mds lento que n. Ademds, se tiene:

1My, 00 Z{kEN:2k§an} m =25 m =1

De manera que, cuando n es grande, b, ~ n.

El siguiente resultado localiza entonces de manera mds precisa el valor de S, :
My, 00 P[|Sn — bp| < €a,] =1

Demostremos la validez de esta iltima relacion. Se tiene:

P|S, — by| > eay)

< P> i B —by| > ea,] + PV # Xk para alguna k < n]
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Pero, por la desigualdad de Chebyshev y tomando n suficientemente grande de tal
manera que log, a, > 2, se tiene:

PSS, EIY] — bal > ca,] < o S5, Var(vy)

" n n Aa An
= P Var(Y]) < T =
e2a%V ( 1 ) — €242 (logy an)? 2an (logy an)?

Ademds:
PY" # X, para alguna k < n] < >0 PY;" # Xy
= > 1 PIXe| > an] = nP X1 > a,]

_ 1 1
=n Z{kGN:2k>an} k(k+1)2k <n Z{keN;k>log2 an} k22F
< n 1 < 2n
= (logy an)? Z{keN:k>log2 an} 28 = g, (logy an)?
Ast que:
_ < An 2n — Bn — B
P “Sn bn| > 6an] — e2an(logy an)2 + an (logy an)2 an (logy an)2 logy an

en donde B es una constante.
Por lo tanto:

lim,,.0o P[|Sn — bp| > €a,] =0
lo cual prueba el resultado.

Ahora bien:

1 1
by, = nZ{keN;ngan} ket (1 - M)

en donde, como antes, k,, es el mds grande entero k tal que 28 < a,. Es decir, se
tiene k, <log,a, y k, +1 > log, a,.

En particular:

k, +1<1+4logya, =1+logy,n —log,log,n <log,n

logy 1
log, logy n

Por otra parte, como lim,,.. =0, dada 0 > 0, existe N tal que sin > N,

entonces logy n < 9 log, log, n.

De esta manera, si 0 =1 — eriste N tal que st n > N, entonces:

1
1+e”’
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logo 1
1+e

kn + 1 > log, a, = logyn — log, logy n > logyn — dlogan = (1 — ) logyn =

Por lo tanto:

logy n

lim,,.oo P [Sn —n<—(1—¢g)2 } = lim,.o0 P [Sn —n < ea, — lognﬂ}

zh’mnwooP[Sn—ngsan—#} :P[Sn—n—kﬁgsan}

>P|

n
S”_n+kn+l

< 8%] =limyo0 P[|Sn — bn| < ea,] = 1.

limnwooP |:Sn —-n> _(1 + 26) n ] — h’mnwoop |:Sn —n > —ca, — n(l—i—s)]

logy n logy n

> lim,.oo P [Sn —n < —cea, — ﬁ} =P [Sn -—n+ k""+1 < —Ean]

> P [ Sp—n+ 7| < Ean] = lmyoo P[|S — bn| < 2ay] =1
Asi que:
it P [~ (14 22) 525 < S = m < —(1 - e) 2| =1

lo cual muestra que, con una probabilidad muy cercana a 1, la ganancia acumulada
Sy serd considerablemente menor al pago total n, tendiendo a ser la diferencia infini-
tamente grande.

Obsérvese que este resultado no contradice la ley débil pues, a pesar de que la dife-
rencia S, — n pueda hacerse infinitamente grande, la diferencia S—n” — n se mantiene
pequena. En efecto, se tiene:

hmnwoo P —m S n

(142) S0 _ | < _(175)} 1

y la longitud del intervalo [—

5.6. Ley fuerte de los grandes nimeros

Sea X1, X5,... una sucesién de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas, de varianza finita y esperanza comin u. La ley débil de los grandes
nimeros establece que 21t4Xn L, 4. En el afio 1930 Andrey Nikolaevich Kol-
mogorov mostré que este resultado puede mejorarse demostrando que la convergencia
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a i se da no soélo en probabilidad sino también con probabilidad 1, la cual, como ya
vimos, es un tipo de convergencia mas fuerte.

Como vimos antes, la demostracién de que la sucesién Y,, = M converge a /i en

probablhdad estd basada en la desigualdad de Chebyshev, de la cual se obtiene que

P[|Y, —p| >¢] < £, en donde K es una constante. De la proposicién 5.36 puede
verse, que para demostrar que la sucesion Y,, converge a p con probabilidad 1 bastarfa
con demostrar que > -~ | P[|Y,, — p| > €] < oo para cualquier € > 0. Para probar esto
no basta con aplicar la desigualdad de Chebyshev puesta ésta tinicamente establece
que P[|Y, — pu| > ¢] <& ylaserie Y >” | L no es convergente.

El resultado de Kolmogorov tiene su origen en el teorema de Borel, publicado en el
ano 1909, el cual se enuncia y demuestra a continuacion:

PROPOSICION 5.52 (Teorema de Borel). Sea £ un experimento aleatorio y A un evento
relativo a ese experimento, de probabilidad iqual a p. Consideremos un nuevo expe-
rimento aleatorio consistente en la repeticion indefinida del experimento &, de tal
manera que cada repeticion es independiente de las otras. Sea X,, el nimero de veces
que ocurre el evento A en las primeras n repeticiones del experimento, entonces:

X, CS-
=n —
n p

Demostracion

Sabemos que X, tiene distribucién binomial de pardmetros n y p. Asi que:
E1Xy] =np

E[X}] =np+n(n—1)p*

E[X3] = np + 3n(n — 1)p? + n(n — 1)(n — 2)p?

E X =np+ Tn(n — 1)p? + 6n(n — 1)(n — 2)p* + n(n — 1)(n — 2)(n — 3)p*
Por lo tanto:

E|X2 B|X2 B|X2 "
E[(Xn_p)] [4]_4 [ ]p—l—ﬁ [2]p2—4E[f]p3+p4

n n3 n

= Zp(1—p)Brp(1 —p) —6p(1 —p) + 1] < 75 (B +n) < &

n2

Sabemos ademds que si X es cualquier variable aleatoria y € cualquier niimero real
positivo, entonces P [|X| > e] < I1E[|X]|], asf que:

E[(%-»)"]

Pll5r—pl >l s = <@

n2ed
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La serie > ° | P [ — p‘ > 5] es entonces convergente para cualquier € > 0. Asi
que, por el corolarlo 5.36, % —p =20, es decir, % =

El teorema de Borel equivale a decir que si X, Xs,... es una sucesién de variables

aleatorias independientes, todas con distribucién Bernoulli de pardmetro p, entonces

X144+ X, CS
W P

Rajchman mostrd, en el ano 1932, que la convergencia con probabilidad 1 se puede
establecer demostrandola primero para una subsucesién, como se expone a continua-
cion:

PrOPOSICION 5.53 (Rajchman). Sea X, X5, ... una sucesion de variables aleato-
rias, independientes e idénticamente distribuidas, de varianza finita. Entonces, para
cualquier € > 0, se tiene:

Xi 44X, CS
—a T M

en donde p es la esperanza comin de Xy, Xs, .. ..

Demostracion

Para cadan € N, sea S, = > ; (X —p) y Y, = % Entonces Y,, es una variable
aleatoria de varianza finita y esperanza 0. De manera que, por la desigualdad de
Chebyshev, se tiene:

PY,|>e] < LE[V] =2

ne?
en donde o? es la varianza comun de X, Xs, .. ..
Asique, Y 2 P|Y,2| >e] <3¢

n= 1n2€2<OO

Por lo tanto, por la proposicién 5.36:
Pllimy.o Y2 =0l =1

Sea ahora Z,, = max | Sk — Spz|. Entonces:
{kn2<k<(n+1)2}

Zh = ma, Sk — n2| <Zn+1 _1|S n2|2

2
" ke n2<k<(n+1)2 k=n

Asi que:

B (151 = Sl') = B [|Shosoa (X = 0] | = Sho B0 - 7
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< S B[(X — 1)?) = 2n0?
Por lo tanto:

EZ%] < Z;nt; E[|Sk — Sn2] < (2n+1)2n0? < 60202
De manera que, por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

PllZ| >

1 Z2 6n202 __ 602
6] B 6_2E [n_z} — n%e? T n2e2

Asique, Y07\ P[|&] >e] <> 1n282 < 00.

Por lo tanto, por la proposicién 5.36:

P [limy,..co 2 =0] =1

Sea A = {w € Q:lim,,.o Z’;L(;J) = O} y B= {w €O lim,.o Yoz (w) = 0}.
Se tiene P(ANB) =1— P(A°UB°®) > 1— P(A°) — P(B°) = 1.

Ademss, siw € AN B, dada € > 0 existe N(w) € N tal que (w) <5y [Ya(w)] <
para cualquier n > N(w).

£
2

Ahora bien, paran € Ny n? <k < (n+1)%

5i-5] _
7'L

50~

S S
il = < Bl Bcal v Bl <+ 2

Asi que, siw € ANB y k > [N(w)]?, entonces n?> < k < (n + 1)? para alguna
n > N(w). Por lo tanto:

V()| < Yoo (w)] + 2282 < &
Asi que limy.. o Yi(w) = 0.
Por lo tanto:

P [limy.. 0o 2580 — ] = Plimy.0o Yy = 0] > P(ANB) =1

El método de Kolmogorov para probar la convergencia con probabilidad 1 de la suce-
sién Y, = Jt=tXn o distinto y previo al de Rajchman y tiene ademés la virtud de
ser mds general. Su demostracion estd basada en una desigualdad méds general que
la de Chebyshev y que él mismo demuestra, por lo cual es llamada la desigualdad de
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Kolmogorov. Aqui daremos una versién ligeramente modificada de la demostracién
original.

ProproOsICION 5.54 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean Xi,..., X, n variables
aleatorias independientes de varianza finita y € cualquier nimero real positivo, en-
tonces:

P | méx |S; — E[S;]] > e| < ZVar[S,]

1<j<n

en donde, para j € {1,...,n}, S; = g:l X;.

Demostraciéon

Supongamos primero que F [X}] = 0 para cualquier k£ € {1,...,n}. Entonces también
se tiene F [Sg] = 0 para cualquier k € {1,...,n}.

Sea A = {w €N: 11?1512( |Sk(w)| > z—:} y, para k € {1,...,n}:

= M 1 . <
Ay, {w €A:  Jndx |S;(w)] < e, |Sk(w)| > 5}
en donde méx |S;(w)| = 0.

1<5<0

Entonces, los eventos Ay, ..., A, son mutuamente excluyentes y A = |J;_, Ag. Asi
que:

E[S24 = E[S2Y 0 Ia) = Y4 E[S21a,] =1  E [(Sk + Sn — Sk)° 1a,]
= > h B (S 425k (S — Sk) + (Sn — Sk)°) 14, ]
=S EISHA ) + 230 B[Sk (Sn — Sk) La ) + 35y B [(Sn — Sk)* 14, ]

Pero, por la proposicién 1.26 y el corolario 2.40, SiI4, y S, — Sk son independientes
y tienen esperanza finita, de manera que, por la proposicién 2.41, se tiene:

E[Skla, (Sn— Sk)] = E [Skla,) E[Sn, — Sk| = E[Skla,] E Sy — Sk] =0
Por lo tanto:
Var([S,] = E[S2] > E[S21a] = Y1 E[S}a) + Yy E [(Sn — Si)* 1]

> ZL E [SI%IA;C] > ZZ:1 e’E [[Ak] = ¢? ZL P(Ag) = 52P(A)
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=e?P | méx |S; — E[S)]] > ¢

1<j<n
de lo cual se sigue el resultado.

Para el caso general, sea Y, = X}, — E[Xj] para k € {1,...,n}. Entonces, las

variables aleatorias Y7,...,Y, son independientes, tienen varianza finita, > 7_ Y =
121 (Xi = E[Xi]) y E[Yj] = 0 para cualquier j € {1,...,n}. De manera que si

e es cualquier nimero real positivo y S; = Y 7, X; para cualquier j € {1,...,n},

entonces:

P{méx |Sj—E[Sj]|>z-:} :P{méx >5]

1<j<n 1<j<n

i Y

< S%Var [ le Y;} = E%Vow“ [Sy]
| ]

ProOPOSICION 5.55 (Kolmogorov). Sea X1, X, ... una sucesion de variables aleato-
. . . . . 2
rias, independientes, de varianza finita, esperanza nula y tales que Y - Z—g

donde o2 es la varianza de X,,. Entonces:

< 00, en

Xq1+-+X, CS-
K T M

Demostracion

Para cadan € Nsea S, =Y ,_, X}, y, para cada ¢ > 0, sea:

Sn(w)

Agz{weQ:

> ¢ para una infinidad de valores de n}
Por la proposicién 5.33, para probar el resultado basta con demostrar que P(A.) =0
para cualquier € > 0. Para esto definamos:

Sk (w)
k

Bn7gz{w€§2:

> ¢ para alguna k € N tal que 21 < k < 2"}

Evidentemente se tiene:
A, ={w € Q:w € B, para una infinidad de valores de n}

De manera que, por el lema de Borel-Cantelli, para probar que P(A.) = 0 para
cualquier € > 0, basta con demostrar que » -, P(B,.) < oo para cualquier ¢ > 0.
Pero, utilizando la desigualdad de Kolmogorov, se tiene:

— 4 5
P(Bye) =P | méx % > e

=P |: max |Sk‘ > ke

on—1lck<on
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< P| mdx |Sk| > 62”_1] <P [ méax |Sy| > 2"
on—1lc<on 1<kp<2n

< oz Var [Sp] = Z3m Yy 0F

Asi que:

220:1 P(By.) < 2 Zn 1 22n k 1%k = 2 Zk 1 Uk Z{nEN k<2n} 22%

Sea ahora ng el mds pequeno nimero natural tal que £ < 2™, entonces:

2
> 10k2{neNk<2"} sm <AL T <o

Por lo tanto:

Z;oﬂ P(Bn,e) < ;12 ZZL U% Z{neNzk§2"} 2% < o0

]
COROLARIO 5.56. Sea X1, Xs,... una sucesién de variables aleatorias, independien-
tes, de varianza finita y tales que ) " | 7% < 0o, en donde o2 es la varianza de X,,.
Entonces:

P [l 2 5, (Xi — E[X,]) = 0] = 1

EJEMPLO 5.57. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes,
con funciones de densidad fi, fs, ..., respectivamente, dadas por:

1 . 1 1
5 ST € {n4 —n4}
fulz) = 2 ’
0 en otro caso
Paran € N, se tiene p1,, = 0 y 02 = \/n, asi que:
© 02 oo 1
Zn:l n2 Zn:l -3 <00
n2
Por lo tanto, con base en la proposicion 5.55, se concluye:

12] 1 X =50
A

Para el caso en que las variables aleatorias X7, Xs, ... sean idénticamente distribuidas
se cumple la ley fuerte con la tinica condicién de que la esperanza comtin de X7, Xo, . ..
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sea finita. La demostracién de este resultado se debe también a Kolmogorov y el
método de demostracién es el de truncacion, el cual fue utilizado en la demostracién
de la ley débil. Se requieren ademds algunos resultados previos, los cuales se exponen
a continuacién:

LEMA 5.58. Sea X wuna variable aleatoria cualquiera, entonces X tiene esperanza
finita si y solo si la serie Y .- | P[|X| > n| converge.

Demostracion

Se tiene:

BIX[) = [ [1 = Fx(@)] dr = [;° PIX| > o)de = S5, 7, PX] > a] ds
Pero:

Yot Sy PUXT > alde = 5755, [0 PIX] = n]de =322, PIX| > n]
S i PUX| > a)de < 3572 [ P(IX| 2 ] da

= [J PIIX| > 0/de+ 32, [T PX] > nlde =1+ 3, P[IX| >n]

De manera que:

Yo PUX[Zn] S EB[IX[[ <1432, PIX] = n]

de lo cual se sigue el resultado.

LEMA 5.59. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias, independientes e
idénticamente distribuidas de esperanza finita p. Para n € N, definamos:

X, st | Xp| <n
Y, =
0 en otro caso

Entonces:

(i

(i) Y, tzene varianza finita para cualquier n € N.

lim,.o E[Y,] = p.

)
1)
(111) Z % < 00, en donde o2 es la varianza de Y,,.
) P [{w € Q: existe N(w) tal que Y, (w) = X, (w) para cualquier n > N(w)}|
=1

Demostracion

1. Se tiene:
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0 siz < —n
Fyn(2) Pl-n <X, <z si—n<z<0
Vil =Y PlIX,| >n]+ P[-n<X,<z] si0O<z<n
1 siz>n
0 stz < —n

Pl-n <X, <z si —n<z<0
1-Plz<X,<n] si0<zx<n
1 siz>n

Asi que:
= fo [L = Fyu(2)]de — [] Fyu(—2)dz
= fonP[x <X, <nldz— [ P[-n< X, < —z]dx
= [ Plr <Xy <nlde— [ P[-n< X; < —a]ds
= Jo 1 = Fx,(z)]dz — [ P[Xy > n]ldz — [} Fx,(—x)dz. + [, P[X1 < —n]dx
= [y [1 = Fx,(2)]dz — [} Fx,(—x)dz —nP [X; > n]+nP [X; < —n]
Por lo tanto, utilizando la proposicién 5.46, lim,,... F [Y,] = E[X1] = p.
it. Para cualquier n € N, se tiene |Y,| < n, asi que Y,, tiene varianza finita.
i, Yo, % < Y HEV = 0 A E (X2 x, <]
=3 e g B[ X2 <ix)<i1)
=B [X{jqxi<] + 5 (B [XPacx<n) + B [ X jaaxi<p]) + - -
= B [Xaaxi<)] U+ m+) + E[XETaax<) (+3 +00)
—EJ 1E[X Ij1<1x, |<J]Z l?
Pero, para cualquier j € {2,3,...}, se tiene:

c© 1 © 1 _ 1 2
Zan n2 Sfj—l z2 T j—1 S]

Asi que, Zn _; % < % para cualquier 5 € N.

Ademis, tomando en cuenta que X7, X, ... tienen la misma distribucion:
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B (X7 Ij-1qx,0<] < 0E [1X5H jmaqxi<] = 5B (1 X1 Tj-1<x<i]
Por lo tanto:
S B (X2 1<i] Yonei 72 < D2 JE [1Xa] Tjo1<px <4 5
=437 E[1X0| I -1<ix,0<5)]

Sea ahora Z, = > 7 [Xi| Ijj-1<|x,|<j], entonces la sucesién de variables aleatorias
Zy, Za, ... es monétona no decreciente y lim,... Z,(w) = |X;(w)| para cualquier
w € (), asi que por el corolario 9.40 del primer volumen de este libro:

S B [1Xa] Tjieixy<iy] = iMoo B [Z,] = E[|X3]] < 00

oo
n—

de lo cual se sigue >, Z—z < 00.

iv. PV, # X,] = P[|X,| > n] = P[|X1| > n]

De manera que, utilizando el lema 5.58:

Do PYn #Xa) =300 PlIXa| >n] <3007, PIXa| 2 n] < oo

Asi que, por el lema de Borel-Cantelli, si:

A={weN:Y,(w) # X,(w) para una infinidad de valores de n}

entonces P(A) = 0.

Sea ahora:

B ={w € O : existe N(w) talque Y, (w) = X,,(w) para cualquier n > N(w)}
Entonces, B D A°, asi que, P(B) > P(A) = 1.

COROLARIO 5.60. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias, independientes
e idénticamente distribuidas de esperanza finita. Para n € N, definamos:

) <
Yn:{g(n si | X, <n

en otro caso

Entonces:

PHweQ: im0l [Xi(w) = Yi(w)] =0} =]1
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Demostracién

Por la parte iv del lema 5.59, si:

B ={w € Q : existe N(w) talque Y, (w) = X, (w) para cualquier n > N(w)}
entonces P(B) = 1.

Pero si w € B, entonces existe N(w) tal que X, (w) — Y,(w) = 0 para cualquier
n > N(w), asi que:

im0 % > e [Xi(w) = Yi(w)] =0

LEMA 5.61. Sea (z,,) una sucesion convergente de nimeros reales y sea x = lim,,. o Tp,.
Entonces la sucesion z, = % Zzzl T es convergente y lim,,..o 2, = .

Demostracién
Sea M > 0 tal que |z — x,| < M para cualquier n € N.

Dada € > 0, sea m € N tal que |z — z,,| < § para cualquier n > m.

2mM
€

2n — x| =[S Y e — 2| = | £ 300 (e — )| < 2300 o — @
= %Z;@n:l |z, — | +%Zzzm+1 |z, — |

S A R A

Entonces, para n > max {m, }, se tiene:

lo cual significa que lim,,..o 2, = .

PrROPOSICION 5.62 (Kolmogorov). Sea X, Xy, ... una sucesion de variables aleato-
rias, independientes e idénticamente distribuidas, de esperanza finita j. Entonces,
para cualquier € > 0, se tiene:

‘ Xt 4 Xy _ ] —
P [hmnwoo St — u} =1
Demostracién

Para cada n € N, sea:

v X s X <n
"1 0 en otro caso
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Por el lema 5.59:
Las variables aleatorias Y7, Y5, ... tienen esperanza finita.
lim,..oo E[Y,] =
> Z_% < o0
en donde 02 es la varianza de Y,,.
De manera que, por el lema 5.61 y el corolario 5.56, se tiene:
lim % Do B Y] = p
PHweQ:limy.oid) | Vi(w)— EY,])=0}] =1
de lo cual se obtiene:
PHweQ:ilimy.oid)  Viw)=pn}] =1
Ademis, por el corolario 5.60:
PHweQ:lmy ol d)  [Xi(w) = Yi(w)] =0} =1

de lo cual se obtiene el resultado.

5.7. Teorema de Poisson

El siguiente teorema generaliza el teorema de Poisson, el cual establece que si, para
cada n € R, X,, es una variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros
ny p € (0,1) de tal manera que A\ = np es constante, entonces, para cualquier
k€ {0,1,...}, se tiene:

’ k_,—X

Moo P [ X, = k] = 25—

TEOREMA 5.63. Para cada n € N, consideremos n ensayos de Bernoulli indepen-
dientes, X1, ..., Xnn, tales que la probabilidad de éxito en el k-ésimo ensayo es ppi
Y Supongamos

() 1Moo 30 Pk = A > 0
() Mmoo 32y Py =0

Definamos Z, =, _, Xui. Entonces, para cualquier k € {0,1,...}, se tiene:
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iy, P [Z, = k] = 2

Demostracién

Para cualquier r € R, se tiene:

Cz,(t) = [1 = pm(1 = O] [L = pra(1 = )] -+ [1 = pna(1 — 1)]

Asi que:

n®y (t)=In[l —pa(l—8)]+In[l —pue(l—=8t)]+ - -+In[l — pu(1 —1)]

Pero, In(1 — z) = —x + o(x), asi que, dada & > 0, existe 6 > 0 tal que si 0 < = < ¢
entonces |o(z)| < ex.

Ademsds, dada § > 0, existe N tal que si n > N entonces Y ,_, p2, < 6%y, por lo
tanto, p,x < 0 para k € {1,...,n}.

Por lo tanto, sin > N y t € (0,1), entonces:
In[1—pu(l —1)] = —pu(1 — t) + en

en donde |e,x| < (1 — t)pur < EPnk-

Se tiene entonces:

In®z, (t) = —(1—1) X5y Pk + D4y Enk

y:

12 e €nnl < 3051 lenn| < €375y Pk

Asf que, para cualquier € > 0, se tiene:

lmsup,, o0 |D ey €nk| < eliMyoo Y py Pk = EA
Por lo tanto:

lmy,eo0 Y py €nk =0

Y entonces:

im0 In @y, (1) = —(1 — ) Umyco Doy Pk = — (1 — ) A
de lo cual se concluye:

My @z, (1) = e 2070
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La condicién lim,,. 0o Y p_, P2, = 0 equivale a lim,,.. oo méx {pn; : k € {1,...,n}} =0,
asi que el resultado obtenido puede interpretarse diciendo que una variable aleato-
ria cuyo valor sea igual al nimero de veces que ocurre un cierto evento en un
nimero grande de experimentos independientes de manera que la probabilidad de
tal evento sea uniformemente pequena, se distribuye aproximadamente como una va-
riable aleatoria tipo Poisson. Variables aleatorias de este tipo son por ejemplo las
que nos dan el nimero de accidentes que tienen los individuos de una poblacién (se
supone aqui que la probabilidad de que un individuo tenga un accidente es pequena,
pudiendo ser diferentes estas probabilidades para diferentes individuos), o también
las que nos dan el nimero de llamadas telefénicas que llegan a una oficina en una
jornada de trabajo (se supone aqui, por ejemplo, que la probabilidad de que llegue
una llamada en cada lapso de tres minutos es pequena), o también la que nos da el
nimero de personas que solicitan un servicio en una jornada de trabajo suponiendo
que la probabilidad de que una persona solicite el servicio en un determinado lapso
de tiempo es pequena.

5.8. Teorema del limite central

El teorema del limite central tiene su origen en el teorema de de Moivre, publicado
en el ano 1733, el cual establece que si © € R y, para cada n € R, X,, es una variable
aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n y p € (0,1), entonces:

’ Xpn—np 1 x _ 1,2
hmnwooP[\/rpq gx} _Ef—ooe 3% o

El teorema de de Moivre equivale a decir que si X7, X, ... es una sucesion de variables
aleatorias independientes, todas con distribucién Bernoulli de pardmetro p, entonces:

, _ x _1.2
i P [ <o) = 7 e

La forma general de este resultado se debe a los trabajos de la llamada escuela rusa,
en particular a Chebyshev, Markov y sobre todo a Lyapunov, quien en el ano 1900
demostré que si X7, Xy, ... es una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con tercer momento finito, entonces:

3 X1t +Xn—np 1 b 1,2
lim,,..0o P a < Sk <b]— 2ﬂfae2 dy

en donde 4 v o2 son la esperanza y varianza comin, respectivamente, de X, X, .. ..
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Msds tarde, en 1922, Lindeberg demostré que si X, Xo,... es una sucesién de va-
riables aleatorias independientes de varianza finita (no necesariamente idénticamente
distribuidas) y tales que:

1Moo Dopoy 3 B [(Xe = 1) gy 5e5] = O

para cualquier € > 0, en donde s2 =07+ 03+ -+ 02y y, Y 0% son la esperanza y
varianza, respectivamente, de X}, entonces:

X1t A+ Xn—(prt+tiy
\/O—%_A'_..._A'_O—%

iMoo P |a < ) < p| = %ﬂf(je—%yzdy

Obsérvese que la condicién de Lindeberg se cumple en particular cuando las variables
aleatorias X1, X, ... son idénticamente distribuidas. En efecto, en ese caso, si X es
una variable aleatoria con la misma distribucién comiin de X1, Xs, ...y 'y o2 son la
esperanza y varianza, respectivamente, de X, entonces:

Hmnwoo ZZ:l éE [(Xk? - lj’k:)2 ][\Xk*llk|>55nﬂ

= 100 Sfy A B [(X —n)?I [\X_mxmﬂ

— 11
=2 hmnwoo

= L im0 B [(X -l Uxfm»wﬁ]]
E [(X — 1)

T (X =) I[\X—Mﬁaax/ﬁﬂ

, 2
- % im0 <U2 —FE [(X — 1) I[IX—#lS“H/ﬂ])

; 2
= 1= Bl B (X = 10 Iy gy

Pero la sucesién de variables aleatorias (no negativas) Y, = (X — pu)* I [1X—ul<eoy] €

. . - 2
mondétona creciente y su limite es (X — p)°, asi que:

0o B (X = 10* Is_yjccoye]| = B [(X = )] = 0°
Por lo tanto:

, n 2
o0 Doy 3 B [(Xk = 1) Ix— iyl o))

=1- Slmy.o E [(X — )’ f[\x_mgo\/ﬁﬂ =0
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A continuacién damos una demostracién directa de este corolario del resultado de

Lindeberg para el caso en que la funcién generadora de momentos de X existe en una
vecindad de 0.

PROPOSICION 5.64 (Teorema del limite central). Sea X, Xs, ... una sucesion de
variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas de varianza finita.
Entonces:

7 X+ Xp—np _ 1 [z ,ly2
hmnwoop[ v gx]—mfiooe 2V dy

2

en donde p y 0° son la esperanza y varianza comun, respectivamente, de Xy, Xo, .. ..

Demostracion

Asumiremos que la funcién generadora de momentos de X; existe en una vecindad
de 0. Sea Z, = Xﬁ;—\/}%”*"“ y ¢ la funcién generadora de momentos comin de
Xi, X, ..., entonces:

My, (1) = B[] = Blean XXXy — [t [t L

Asi que:

I Mz (1) = 545) = 325 = [ ol25) = 245

Por lo tanto, utilizando la regla de I’Hopital, se tiene:

o=

i, o0 In My, (£) = ol /7 {+¢'(#a> o }

o 2., 1 1 2
= 2(3) e { s ) - s [ )] |

2 2
=2(5) {¢"(0) ~ PO} =2(55) 0 = 3¢’
De lo cual se concluye:

limy,. 0o My, (t) = ezt

Asi que, por el teorema 5.40, Z, converge en distribucién a una variable aleatoria
., 142 . .

con funcién generadora de momentos dada por M (t) = e2", es decir, a una variable

aleatoria X con distribucién normal estdndar. Esto significa que:

, X1++Xn—np _ 1 _ 1.2
hmnwoop[ 1+U—~\_/ﬁ “ S«T] _\/1277rffxoo€ 2Y dy
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EJEMPLO 5.65. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias, independientes
e idénticamente distribuidas de varianza finita y definamos S, = Y, _, Xy, entonces:

2

P ISy — ps,| < 05,] & A= [1, e72% dx = 0.6827
P[|Sn — ps,| < 205,] = = [, 75" do = 0.9545

P e~ e = 0.9973

P HS” - :“SJ <30s,] = \/%7 I

Ast que, la desviacion estindar de S,, nos da una idea de que tanto se separa S, de

su valor esperado.

EJEMPLO 5.66. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes,
todas con distribucion exponencial de pardmetro A = 1. Encuentre el mds pequeno
valor de n tal que P (|2 370 X — 1| <0.01] > 0.9.

Utilizando el teorema del limite central, se tiene:
P30, Xp — 1] <0.01] = PS4, X, —n| < 0.01n]

= P [|Rpas

0.01yn 1,2
<0.01VR] & = [0 e i dy > 0.9
Ast que, 0.01y/n = 1.645, es decir, n > (1.645)%(10,000) = 27, 060.
EJEMPLO 5.67. 50 nimeros seleccionados aleatoriamente se redondean al entero mds
cercano y después se suman. Suponiendo que los errores de redondeo estdan uniforme-

mente distribuidos en el intervalo (—0.5,0.5), encuentre la probabilidad de que la suma
que se obtiene difiera del valor exacto en mds de 3 unidades.

Solucion

Sean ay, ..., a5 los 50 numeros que se redondean y sean X1, ..., X5 los respectivos
errores de redondeo. Se tiene entonces:

E[X;]=0, Var[X;] = %

PIX2 (ai+ X)) =320 a4 >3] = P[0, Xi| > 3]

2, X 3 02 X
:P i=1 > _P zl
H Vi \/i’g] H Vi

e=2¥"dy = 0.14164

> 1. 4697}

~ Vor J1.4697
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EJEMPLO 5.68. Aplique el teorema del limite central a una sucesion de variables
aleatorias independientes, todas con distribucion Poisson con el mismo pardametro,
para demostrar que:

? -n n nk 1
R

Solucion

Sea X1, X, ... una sucesion de variables aleatorias independientes, todas con distribu-
cion Poisson de pardmetro X = 1. Entonces S,, = X1 + --- + X,, tiene distribucion
Poisson de pardmetro n, asi que:

P[S,<n]=enYp o=

Por otra parte, por el teorema del limite central, se tiene:

1.0 P[Sy < 1] = limyoo P [57” < 0] = lim,..o P [M < o}
n OSn
0 _1.2
= 75 S dr =5
Ast que:
k 1

’ — n n" __
Mmoo €™ X ko 57 = 2

5.9. Convergencia de series aleatorias

TEOREMA 5.69. Sea X1, X5, ... una sucesion de variables aleatorias, independientes,
de varianza finita y tales que las series > oo | by Y > vy 02 convergen, en donde ji,, y
o2 son la esperanza y la varianza de X, respectivamente. Entonces, con probabilidad

. o0
1, la serie y -, X, converge.
Demostracién

Sea Z, = Z;“:l X, — 2?21 pj, entonces, por la desigualdad de Kolmogorov, para
cualquier ¢ > 0y k,r € N; se tiene:

Pl max |Z, — Z| > ¢

k<n<k+r

:P[ max

k<n<k+r

n L n 1 k+r 2 1 00 2
Zj:k-‘,—l X; Zj:k+1 Mj‘ > 5] < 3 Zj:k—i—l 0; < 2 Zj:k—H 0j

Asi que:
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P {sup|Zn — 7| > ¢

n>k

1 oo 2
<z Zj:kJrl 9
Por lo tanto:

iy, o0 P [ﬂff:kﬂ HZn - Zk| < 5]]

n>k n>k

= limy.oo P {sup | Z — Zy| < 5} =1 —limgoo P |sup|Z, — Zx| > &

’ 1 oo 2 _
> 1 = Moo 2 D jopy 1 07 = 1

Para cada r € N, sea By, = ﬂzo [|Zn — 7| < ﬂ, entonces, por lo demostrado
arriba, se tiene limg..o P [By,| = 1.

Sean ahora B, = J,o, Bk, y B= 2, B

Si w € B, entonces w € B, para cualquier r € N, de manera que, para cualquier
r €N, existe k € N tal que |Z,(w) — Zy(w)| < + para cualquier n > k.

Por otra parte, dada ¢ > 0 existe r € N tal que % < 5, asf que, si w € A, existe

k € N tal que |Z,(w) — Zx(w)] < + < £ para cualquier n > k. De manera que, para
cualesquiera n,m > k, se tiene:

1Z0(w) = Zn(@)] < |Z0() = Z(@)] + |Zn(w) = Zu(w)| < ¢

Por lo tanto, si w € B, la sucesion (Z,(w)) es de Cauchy, asi que converge.
Ahora bien, fijando 7, la sucesién By, es mondtona creciente, asi que:
P(B,) = limy.co P(Bg,) = 1

Ademas, la sucesiéon B, es mondtona decreciente, asi que:

P(B) =lim,.o. P(B,) =1

EJEMPLO 5.70. Sea (c¢,) una sucesion de nimeros reales y (X,) una sucesion de
variables aleatorias independientes, todas con funcion de densidad f dada por:

1 .
)5 size{l,—1}
flz) = { 0 en otro caso

Consideremos la serie y " ¢, X,
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. o . . 2 o 2 . . .
Definiendo Y,, = c, X, se tiene jiy, = 0 y oy, = c.., asi que si la serie )

convergente, entonces, con probabilidad 1, la serie > - | ¢, X, converge.

n=1"n €s

EJEMPLO 5.71. Sea (¢,,) una sucesion de nimeros reales positivos y (X,,) una sucesion
de variables aleatorias independientes, todas con distribucion Bernoulli de pardmetro

_ 1
D=3

. . o
Consideremos la serie Y >~ | ¢, X,,.

Definiendo Y, = ¢, Xy, se tiene puy, = 5c, y 0y, = 3¢, asi que si la serie > Cn
converge, entonces, con probabilidad 1, la serie Y, ¢, X, converge. Este resultado
no dice nada que no se sepa de antemano pues si la serie - | ¢, converge, entonces

eliminando cualquier coleccion de ¢, ’s, la serie que se forma sigue siendo convergente.

Supongamos ahora que la serie Y " | ¢, no es convergente y consideremos la serie

Yoy (Can — %cn) Definiendo Y,, = ¢, X, —
12 . : T
3Cn, asi que si la serie Y~ ¢

S (en Xy — 3¢,) converge.

1 » _ 2 _
5Cn, S€ liene py = 0 y oy =

converge, entonces, con probabilidad 1, la serie

Este resultado implica, en particular, que la serie Y .~ ¢, X, no es convergente, pues
si lo fuera, la serie y .~ | ¢, también seria convergente.

Se concluye entonces que, si la serie Y ., ¢2 es convergente, la serie Y -, ¢, X, €s
o L e oo
convergente con probabilidad 1 si y sélo si la serie Y >~ ¢, converge.

EJERCICIOS

EJjercicio 5.1. Sean {X,} y {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias tales que
X, P x y lim,.oo E [(X, — Y,)?] = 0. Demuestre que Y, . x.

EJERCICIO 5.2. Sea Q2 = (0,1] y P la medida de Lebesque. Definamos X :  ~» R
por X(w) =w y, para cadan € N, X,, = >}, %](@75]. Demuestre directamente
que X, converge a X en probabilidad y casi sequramente.

EJErCICIO 5.3. Sean {X,} y {Y.} dos sucesiones de variables aleatorias tales que
X, N yY, L. 0. Demuestre que X, +Y, P, x.

EJERCICIO 5.4. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el inter-

valo (0,1) y, para cada n € N, X,, una variable aleatoria con distribucion uniforme
en el conjunto {%, %, -, %4, a) Demuestre directamente que X, converge a X en

distribucion. b) Demuestre que la sucesion de funciones generadoras My, converge a
M.
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EJERrRCICIO 5.5. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes
tales que E[X;] = 0 para toda i y iMoo 5 > iy 07 = 0, en donde o? denota la
varianza de X;. Demuestre que:

lim,, .o P [l X1+~7~l~+Xn

>€]:0

para cualquier € > 0.

EJERCICIO 5.6. Sea Y7,Ys, ... una sucesion de variables aleatorias independientes,
todas con distribucion Bernoulli. Utilice el resultado del ejercicio 5.5 para demostrar
que:

h/mnwoo P H Yl+’7'l'+yn _ Pl"r"r'L"‘rPn

<e]l=1

para cualquier € > 0, en donde p; denota el parametro de la distribucion de Y;.

EJERCICIO 5.7. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes,
con funciones de densidad fi, fo, ..., respectivamente, dadas por:

o siwe {27, -2}

fal@) =9 1—5: siz=0
0 en otro caso
Demuestre que la sucesion Xi, Xo,... no satisface la condicion de Markov, pero

1 P
n Z?:l X; — 0.
Sugerencia: Utilice el método de truncacion.

EJjErCICIO 5.8. Suponga que el cambio diario en el precio de una accion de una
compania, en el mercado de wvalores, es una variable aleatoria con esperanza 0 y
varianza 0. Es decir, si, para cualquiern € N, Y, es el precio de la accion en el dian,
entonces Y, =Y, _1+X,, en donde X1, X5, ... son variables aleatorias independientes,
idénticamente distribuidas, con esperanza 0 y varianza o*. Consideremos una accion
cuyo precio el dia de hoy es de 100 y para la cual 0® = 1, jqué se puede decir acerca
de la probabilidad de que en cada uno de los siguientes 10 dias el precio de la accion
permanecerd entre 95 y 1059

EJERCICIO 5.9. Para cadan € N, consideremos n variables aleatorias independientes,
Xoyy ooy Xpn, todas con distribucion geométrica de pardmetros pyi, ..., Pnn, rESpecti-
vamente, y supongamaos:

’ n 1—p,
MMy D g S22 =A>0

2
: n I=pne | _—
limy, 00 el (T:) =0
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Definiendo Z, = ,_, Xuk, demuestre que, para cualquier k € {0,1,...}, se tiene:

A

1,00 P [Z, = k] = 26

EJeErcicio 5.10. Consideremos un experimento aleatorio consistente en lanzar un
dado 100 veces y definamos X; como el resultado del i-ésimo lanzamiento. Encuentre
una estimacion de P [Hjﬁ‘i X; < a'].

EJERCICIO 5.11. Sean Xi,..., Xog veinte variables aleatorias independientes, todas
con distribucion Poisson de pardmetro A = 1.

a) Obtenga una cota superior para P [2201 X; > 15].

1=

b) Utilice el teorema del limite central para estimar P [Zfﬂl X; > 15].

EJERCICIO 5.12. Sean Xi,..., X100 cien variables aleatorias independientes, todas
con distribucion uniforme en el intervalo (—1,1). Estime la probabilidad:

EJerCICIO 5.13. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes, todas con
distribucion exponencial de pardmetro A\ y sea ® la funcion de distribucion de una
variable aleatoria con distribucion normal estandar. Utilice el teorema del limite
central para expresar la funcién de distribucion de Z = X2 + ...+ X? en términos
de .

EJERCICIO 5.14. Suponga que el peso W (en unidades de 1,000 kilos) que un cierto
puente puede soportar, sin sufrir danos estructurales, es una variable aleatoria con
distribucion normal de esperanza 200 y desviacion estandar 20. Suponga ademds que
el peso X (en unidades de 1,000 kilos) de un automdvil es una variable aleatoria con
esperanza 1 y desviacion estandar 0.1. ;Cudntos automoviles tendrian que estar sobre
el puente para que la probabilidad de que sufra danos estructurales exceda 0.17

EJERCICIO 5.15. Se tienen 100 componentes, los cuales se utilizan en secuencia, es
decir: primero se utiliza el componente 1; al fallar éste se utiliza el componente 2; al
fallar este dltimo se utiliza el componente 3 y asi sucesivamente. Estime la probabi-
lidad de que el tiempo total de vida de los 100 componentes exceda 1,200 suponiendo
que, para cada i € {1,...,100}, el tiempo de vida del componente i tiene distribucion

a) uniforme en el intervalo (0,20 + é), b) exponencial con pardmetro \; = 10ii'
10

EJERCICIO 5.16. Se tienen 60 componentes, los cuales se utilizan en secuencia, es
decir, primero se utiliza el componente 1; al fallar éste se utiliza el componente 2;
al fallar éste tltimo se utiliza el componente 3 y asi sucesivamente. Supongamos
que, para cada i € {1,...,60}, el tiempo de vida del componente i tiene distribucion
uniforme en el intervalo (0,20 + i). Estime la probabilidad de que el tiempo total de
vida de los 60 componentes no exceda 1,400.
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EJERCICIO 5.17. Sea X una variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros
a =50 y A =5. Utilice el teorema del limite central para estimar P[9 < X < 12].

EJERCICIO 5.18. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion gama de pardmetros
a =50 y A =05. Utilice el teorema del limite central y la desigualdad de Chebyshev
para estimar P [| X — 10| < 2].

EJjercicio 5.19. Una emisora de radio funciona con una bateria, la cual tiene un
tiempo de vida distribuido exponencialmente y con esperanza de 1 mes. Cuando una
bateria se acaba, inmediatamente es sustitutda por otra de las mismas caracteristicas.
Encuentre el niimero minimo de baterias que se requieren para que, con probabilidad
mayor o igual a 0.99, la emisora funcione ininterrumpidamente por lo menos durante
un ano.

EJercIiC1O 5.20. Aplique el teorema del limite central a una sucesion de variables
aleeatorias independientes, todas con distribucion Poisson con el mismo pardmetro,
para demostrar que

g — 2n nk .

My oo™ g =1
EJERCICIO 5.21. Sea (c,) una sucesion de nimeros reales y (X,) una sucesion de
variables aleatorias independientes, todas con funcion de densidad f dada por:

P six=1
flz)=<¢ 1—p six=-1
0 en otro caso

en donde 0 < p < 1.

2

Demuestre que si la serie Y -, c2

verge con probabilidad 1.

es convergente, entonces la serie Y .~ ¢, X, con-

EJERCICIO 5.22. Sea (c,) una sucesion de mimeros reales positivos tal que la serie
S>> 2 es convergente y (X,,) una sucesion de variables aleatorias independientes,
todas con distribucion Bernoulli de parametro p. Demuestre que la serie Y ¢, X,

es convergente con probabilidad 1 si y solo si la serie Y - ¢, converge.

EJERCICIO 5.23. Sea &,,&,, ... una sucesion de variables aleatorias independientes
cada una de las cuales puede tomar inicamente los valores O y 1, cada uno de ellos con
probabilidad % Demuestre que la variable aleatoria X =Y -, g—ﬁ tiene distribucion

uniforme en el intervalo (0,1).
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CAPITULO 6

SURGIMIENTO DEL CALCULO DE PROBABILIDADES

Le 29 aodt 1654

Monsieur,

Nos coups fourrés continuent toujours, et je suis aussi
bien que wvous dans l'admiration de quoi mos pensées
s’ajustent si exactement, qu’il me semble qu’elles aient
pris une méme route et fait un méme chemin: wvos
derniers traités du Triangle Arithmétique et de son ap-
plication, en sont une preuve authentique; et st mon cal-
cul ne me trompe, votre onziéme conséquence courait la
poste de Paris a Toulouse, pendant que ma proposition
des nombres figurés, qui en effet est la méme, allait de
Toulouse & Paris. Je n'ai garde de faillir, tandis que
je rencontrerai de cette sorte; et je suis persuadé que le
vraie moyen pour s’empécher de faillir est celui de con-
courir avec vous. Mais si j’en disais davantage, la chose
tiendrait du compliment, et nous avons banni cet ennemsi
des conversations douces et aisées.

Carta de Fermat a Pascal

El surgimiento del Célculo de Probabilidades, como disciplina matemaética indepen-
diente, tiene como base las soluciones que, durante el periodo que va del afio 1654
al ano 1657, dieron Blaise Pascal, Pierre de Fermat y Christiaan Huygens a varios
problemas, entre los cuales destacan los siguientes:

PrROBLEMA 1 (Problema de la divisién de apuestas). ;Cdmo deben repartirse las
apuestas en un juego que se interrumpe? Por ejemplo, suponiendo que dos jugadores,
A y B, apuestan 32 pesos cada uno en un juego que consiste de partidas consecutivas,
en cada una de las cuales cada jugador tiene la misma posibilidad de ganarla y quien
la gane acumula un punto, de tal manera que el juego es ganado por quien obtenga

273
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primero cuatro puntos, ;como deben de repartirse las apuestas en caso de que el juego
se interrumpa cuando el jugador A ha ganado dos puntos y B un punto?

PrROBLEMA 2. ;Cudntas veces se necesita lanzar un dado para que sea mds favorable
obtener por lo menos un 67

PrOBLEMA 3. ;Cudntas veces se necesita lanzar un par de dados para que sea mds
favorable obtener por lo menos un par de seises?

PrROBLEMA 4. ;Cudntos dados se requieren lanzar para que sea mdas favorable obtener
por lo menos dos seises?

PROBLEMA 5. Dos jugadores, Py Q, juegan a lanzar alternadamente un par de dados.
El juego comienza lanzando P el par de dados, con la condicion de que si obtiene una
suma igual a 6 gana el juego, en caso contrario el juego continua lanzando @ el par
de dados, con la condicion de que si obtiene una suma igual a 7 gana el juego, en caso
contrario el juego continua lanzando P el par de dados bajo las condiciones iniciales.
¢ Cudles son las respectivas probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

PROBLEMA 6 (Problema de la ruina del jugador). Dos jugadores, A y B, los
cuales posen 12 fichas cada uno, juegan a lanzar sucesivamente tres dados, estable-
ciéndose que A dard una ficha a B cada vez que se obtenga una suma igual a 11,
mientras que B dard una ficha a A cada vez que se obtenga una suma igual a 14. Si
el ganador del juego es el primero que llegue a poseer las 24 fichas, scudles son las
respectivas probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

Sin embargo, debe senalarse que no son Pascal, Fermat y Huygens los primeros en
resolver problemas de probabilidad. De hecho, el andlisis de sus soluciones a los pro-
blemas planteados muestra que la idea de calcular una probabilidad como un cociente
entre casos favorables y casos totales era ya conocida en el medio cientifico. Previa-
mente a su trabajo se tenfa ya estudiado el nimero de maneras en que puede resultar
el lanzamiento de dos o tres dados y se habfan resuelto algunos problemas simples
relacionados con este resultado. También era ya aceptado en la época de Pascal,
Fermat y Huygens que existe una relaciéon entre el nimero de casos que favorecen la
ocurrencia de un evento y la frecuencia con que éste se observa. De hecho, previo
al trabajo de Pascal, Fermat y Huygens, existia ya un estudio sistemético sobre el
Célculo de Probabilidades, el cual fue realizado por Girolamo Cardano en el ano 1526
en un libro titulado “Liber de Ludo Aleae”, cuya primer publicacién aparecié en el
ano 1663.

Uno de los objetivos en este capitulo sera el tratar de ubicar correctamente la con-
tribucion de Pascal-Fermat-Huygens en la Teorfa de la Probabilidad, pues si bien es
cierto que no son ellos los primeros en plantear y resolver correctamente problemas de
probabilidad, si es su trabajo el que mayor influencia tuvo en el desarrollo posterior
del Célculo de Probabilidades.
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6.1. Algunos resultados particulares

Una de las caracteristicas de un experimento aleatorio es su posibilidad de diferentes
resultados. En este sentido, aquellos problemas en donde se trate de determinar las di-
ferentes posibilidades de ocurrencia de un experimento aleatorio pueden considerarse
ya como problemas de probabilidad.

Los primeros problemas de este tipo que se plantearon se refieren a lanzamientos de
dados. Dado un cierto nimero de dados, se trataba de encontrar las diferentes formas
en que pueden caer. El planteamiento de este problema se remonta al siglo X, sin
embargo, el primer cdlculo correcto conocido se ubica en el siglo XIII, este calculo se
refiere al caso de 3 dados y se encuentra contenido en un poema titulado “De Vetula”
y escrito por Richard de Fournival (1200-1250). Ahi se afirma que 3 dados pueden
caer en un total de 216 caminos. Resulta interesante observar que este niimero no se
obtiene ahf como el producto 63, sino considerando primero los 56 posibles casos no
ordenados que se obtienen de la suma 6+ 30420, cuyos términos corresponden al caso
de 3 nimeros iguales, de dos iguales y uno distinto y de 3 distintos respectivamente;
finalmente se obtiene 216 = (6)(1) + (30)(3) + (20)(6).

La primera referencia conocida a una relacién entre las diferentes posibilidades de
ocurrencia de un evento y la frecuencia con que éste se observa se encuentra en los
comentarios a una publicacién de “La Divina Comedia” que en el ano 1477 hace
Benvenuto d’Imola. Dice ahf:

“Concerniente a estos lanzamientos (de dados) debe observarse que los dados son
cuadrados y cualquier cara puede caer, asi que un nimero que pueda aparecer en
mds caminos debe ocurrir més frecuentemente, como en el siguiente ejemplo: con tres
dados, tres es el mas pequeno mimero que puede obtenerse y sélo se obtiene con tres
ases; cuatro puede obtenerse sélo en un camino, con un dos y dos ases”.

Como puede verse, en la cita hay 3 elementos, primero se hace referencia a la simetria
de los dados, lo cual justifica la equiprobabilidad de cada cara; en seguida se da
la relacién entre el nimero de formas en que una cierta suma puede obtenerse y la
frecuencia con que ésta se observa; finalmente se encuentra el nimero de caminos en
que se puede obtener la suma 3 y la suma 4. D’Imola considera, erréneamente, sélo
los casos no ordenados cuando que si cada cara de un dado representa un resultado
equiprobable, la frecuencia de ocurrencia de determinado evento depende del total de
casos ordenados que lo producen.

La misma referencia a la relacién que hay entre el niimero de caminos en que puede
obtenerse una cierta suma al lanzar 3 dados y la frecuencia con que esta suma se
observa se encuentra también en un trabajo escrito por Galileo Galilei alrededor del
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ano 1620, siendo su publicacién hasta el ano 1718 ([4]). En ese trabajo Galileo se
propuso esclarecer una confusion que existia al establecer la relacién entre el niimero
de caminos en que se obtiene una cierta suma al lanzar 3 dados y la frecuencia
con que ésta se obtiene. Se preguntaba concretamente por qué si 9, 10, 11 y 12
pueden obtenerse en igual nimero de caminos', los jugadores de dados, con base en
numerosas observaciones, consideraban 10 y 11 m&s ventajosos que 9 y 12. Obsérvese
que al comparar el niimero de caminos en que se obtiene cada suma, consideraba sélo
los casos no ordenados. La confusién la aclaraba Galileo haciendo ver que, de los
caminos senalados, aquellos en los que hay 3 niimeros iguales se obtienen de una sola
manera, aquellos en los que hay 2 nimeros iguales y uno distinto se obtienen de 3
maneras y aquellos en los que hay 3 nimeros distintos se obtienen de 6 maneras; asf
que, en realidad, 10 y 11 pueden obtenerse de 27 maneras distintas, mientras que 9 y
12 solo pueden hacerlo de 25 maneras distintas. En otras palabras, Galileo hacia ver
que la relacion entre la frecuencia de las diferentes sumas debe establecerse en base a
los casos ordenados y no en base a los no ordenados como se pensaba.

En otro trabajo, Galileo hizo un estudio cualitativo de los errores que se cometen en
las mediciones astronémicas, considerando que estos errores son inherentes al proceso
de medicién, es decir, considerando al proceso de medicién como un fenémeno aleato-
rio. Este trabajo adquiri6 més tarde, ya en la época de aplicaciones del Célculo de
Probabilidades, una gran importancia.

Terminaremos esta parte con la formulacién de un problema, el cual adquirirfa una
gran importancia en el trabajo de Pascal-Fermat-Huygens; nos referimos al llamado
problema de la divisién de apuestas, el cual se encontraba planteado muchos anos
antes del trabajo de Pascal-Fermat-Huygens. En el libro titulado “Summa de Arith-
metica, Geometria, Proportioniti et Proportionalita”, escrito por Luca Paccioli en
1487 y publicado en 1494, este problema se encuentra formulado como sigue:

Dos personas juegan de manera que se requiere un total de 60 puntos para ganar,
siendo el premio de 22 ducados. Por alguna circunstancia, cuando uno tiene 50 puntos
y el otro 30, no pueden continuar el juego. ;Qué parte del premio le corresponde a
cada uno?.

Paccioli consideraba que la parte que corresponde a cada uno debe ser proporcional a
los puntos que lleva ganados; en este caso, la reparticiéon debe hacerse en la proporcion
de 5 : 3, es decir, al que lleva 50 puntos le corresponden 2(22) y al otro %(22).

L 9. (6,2,1),(5,3,1),(5,2,2), (4,4,1),(4,3,2),(3,3,3)
10: (6,3,1),(6,2,2),(5,4,1),(5,3,2), (4,4,2), (4,3,3)
11: (6,4,1),(6,3,2),(5,3,3),(5,4,2),(5,5,1), (4,4, 3)
12: (6,5,1),(6,4,2),(6,3,3),(5,5,2)(5,4,3)(4,4,4)
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Paccioli consideré también el mismo problema para el caso de 3 jugadores, siendo
andloga la solucién que daba.

Obsérvese que la solucién que dio Paccioli deja ver que no estaba considerando lo
azaroso del juego pues para la reparticion sélo considera los puntos ganados por cada
uno, cuando que realmente lo que debe contar para la reparticién son los puntos que
le faltan a cada uno y las posibilidades de obtenerlos antes que el otro.

6.2. El Trabajo de Girolamo Cardano

El primer estudio sistemdtico de problemas de probabilidad se debe a Girolamo Car-
dano ([2]). En su trabajo, Cardano realizé un estudio de problemas relacionados con
lanzamientos de dados.

En su libro, Cardano traté el problema de determinar el niimero de posibilidades en
el lanzamiento de 2 y 3 dados, obteniendo 36 y 216 respectivamente. Dio ademds
las siguientes tablas en las cuales se expresa el nimero de caminos en que una cierta
suma puede obtenerse con 2 y 3 dados, respectivamente.

Caso de dos dados:

2 12 3 11 4 10 5 9 6 8 7
1 2 3 4 5 6
Caso de tres dados:
3 18 4 17 5 16 6 15 7 14
1 3 6 10 15
8 13 9 12 10 11
21 25 27

Asi, por ejemplo, de la primera tabla puede verse que, con dos dados, una suma 6 o
una suma 8 puede obtenerse en 5 caminos, de la segunda tabla puede verse que, con
3 dados, una suma 9 o una suma 12 puede obtenerse en 25 caminos.

Aunque en un lenguaje distinto al que se us6é mas tarde en el Calculo de Probabilida-
des, Cardano planteé y resolvid, a la manera clésica, problemas de probabilidad. Un
ejemplo es el siguiente:
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Considerando el lanzamiento de dos dados, establecié que por lo menos un as se
obtiene de 11 maneras; lo mismo puede decirse de por lo menos un dos y asf sucesiva-
mente. Agregaba que, sin embargo, un as o un dos no se obtiene de 22 maneras, pues
hay 11 maneras en que se obtiene por lo menos un as y 9 mds en que se obtiene por
lo menos un dos, asi que en total son 20 maneras de obtener por lo menos un as o por
lo menos un dos. Continuaba diciendo que si se agrega ahora el 3, habrd 7 maneras
mds y asi sucesivamente, en el siguiente paso habra que sumar 5 maneras mas, luego
3 y por ultimo 1.

Decia entonces que si alguien dijera, quiero un as un dos o un tres, se sabe que hay
27 caminos favorables y como el circuito (i.e. todas las posibilidades) es de 36, los
caminos en que no se obtiene ninguno de estos niimeros son 9; las posibilidades son
entonces de 3 a 1.

Con este razonamiento Cardano llegé de hecho a la llamada definicién clésica de
probabilidad estableciendo las posibilidades de obtener un determinado resultado en
funcién del niimero de posibles maneras en que ese resultado puede obtenerse..

Ms4s atin, a partir del resultado anterior, Cardano establecié lo que es un juego justo
dédndole una interpretacion frecuencial a la proporcién de las posibilidades. Dice que
en cuatro lanzamientos de un par de dados, si la fortuna fuera igual, un as, un dos o
un tres caerdn 3 veces y solo una vez no caerd ninguno de ellos, entonces si el jugador
que quiere un as, un dos o un tres ganara 3 ducados y el otro 1, en los 4 lanzamientos
ganan lo mismo, pues el primero gana una vez y el segundo tres veces.

Establecié entonces una regla general para determinar la apuesta que debe hacer cada
jugador de manera que se juegue en igualdad de circunstancias. Segin esta regla, las
apuestas deben estar en la misma proporcién que las posibilidades que cada uno tiene
de ganar.

Aparentemente Cardano no dio la correcta interpretacién frecuencial de las posi-
bilidades pues no considera en lo anterior un numero grande de lanzamientos; sin
embargo, el tomar 4 lanzamientos parece ser solo una simplificacién para facilitar el
razonamiento, pues ya antes, en otra parte de su trabajo, dice que los calculos (de las
diferentes posibilidades) son conjeturas que dan solo una aproximacién, pero que en
el caso de muchos circuitos (i.e. en el caso de muchos lanzamientos) lo que sucede es
muy cercano a la conjetura.

Notese que, segtin esto 1ltimo, Cardano no solo establecié que mientras més posibi-
lidades haya de obtener cierta suma més frecuente serd ésta, sino que ademads afirma
que la conjetura es muy cercana a la frecuencia cuando el nimero de lanzamientos es
muy grande.
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De lo anterior vemos entonces que Cardano parece ser el primero en dar las bases
para una formulacién de la definicién cldsica de probabilidad y el primero en dar una
interpretacién frecuencial completa a la proporcién de posibilidades de ocurrencia de
un evento y en definir a partir de esta interpretacion lo que se entiende por un juego
justo. Todo esto, claro estd, no para un experimento aleatorio general, sino para
el caso particular de lanzamiento de dados. Pero, como veremos en lo que resta de
este capitulo, parece ser que el trabajo de Cardano no tuvo ninguna influencia en el
desarrollo del Calculo de Probabilidades.

El trabajo de Cardano contiene otras consideraciones, algunas de ellas erréneas,
aunque encerrando también ideas importantes. Decfa, por ejemplo, en una serie
de 3 lanzamientos de un dado, hay 91 caminos favorables para al menos un as; en-
tonces, si alguien quiere un as en cada una de dos series de 3 lanzamientos de un
dado, multiplicando 91 x 91 y 125 x 125 se obtiene 8281 y 15625, respectivamente,
asi que las posibilidades son aproximadamente de 2 a 1.

El razonamiento de Cardano en este problema parece correcto, tiene dos experimentos
independientes cada uno de los cuales consiste en el lanzamiento de 3 dados, entonces
los casos favorables a la ocurrencia de un as en cada una de las dos series se obtiene
multiplicando 91 x 91; el mismo razonamiento nos da los casos desfavorables, solo que
Cardano comete un error en este cdlculo pues él toma como casos desfavorables solo
aquellos en que no obtiene as en la primera serie y tampoco obtiene as en la segunda
serie, cuando que, ademds de esos, también son desfavorables aquellos en que no se
obtiene as en la primera y sf en la segunda y aquellos en que se obtiene un as en la
primera y no se obtiene as en la segunda; resultando en total 125 x 125 4+ 2 x 91 x
125 = 38375 casos desfavorables; es decir que las posibilidades de obtener un as en
cada una de dos series de 3 lanzamientos de un dado son de 8281 a 38375, es decir,
aproximadamente de 2 a 9.

En otro libro, titulado “Practica Arithmeticae Generalis”, publicado en 1539, Cardano
consideré el problema de la divisién de apuestas. Ahi hizo ver el error de Paccioli al
no tomar en cuenta los juegos que faltan por ganar a cada jugador.

6.3. El trabajo de Pascal-Fermat-Huygens

Pascal y Fermat entraron en la escena del Célculo de Probabilidades cuando en el afio
1654 Antoine Gombaud de Méré, conocido como el chevalier de Méré, plante6 a Pascal
dos problemas; uno relativo a lanzamientos de dados y el problema de la divisién de
apuestas. Pascal resolvié esos problemas y, siendo muy amigo de Fermat, le envié los
problemas con sus soluciones, sin darle a conocer sus métodos. Fermat respondi6 a
Pascal con su propia solucién a cada uno de los dos problemas planteados, coincidiendo
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éstas con las soluciones que habia encontrado Pascal. Con esto se iniciaria una serie de
reflexiones de Pascal y Fermat acerca de estos problemas, las cuales estdn contenidas
en la correspondencia que sostuvieron durante el ano 1654 ([3]).

Desafortunadamente, no toda esa correspondencia logré conocerse; en particular,
hasta la fecha se desconoce el método que cada uno siguié para resolver el problema
relativo a lanzamientos de dados. Excepto por un articulo escrito por Pascal, titulado
“Traité du triangle Arithmétique” ([6]), en el cual desarrolla su método de solucién
al problema de la division de apuestas, Pascal y Fermat no dieron a conocer sus
métodos de solucién a los diferentes problemas que se plantearon. Sin embargo, era
sabido que ambos habfan resuelto un nuevo tipo de problemas y se conocfan también
los problemas con sus soluciones.

Christiaan Huygens, de origen holandés, entré en escena cuando en el ano 1655 visité
Francia y se enteré de los problemas que Pascal y Fermat habian resuelto. Huygens
se abocoé entonces a la solucién de éstos desarrollando un método propio, pues, como
ya dijimos, los métodos de Pascal y Fermat eran desconocidos. Huygens publicé el
resultado de sus investigaciones en el ano 1657 en un libro titulado “De ratiociniis in
Ludo Aleae” ([59]). Este trabajo, ignorado por un tiempo, tendria después una gran
influencia en el desarrollo del Célculo de Probabilidades.

En esta seccién vamos a analizar tanto el trabajo de Pascal- Fermat como el de
Huygens, basdandonos para el primero en la correspondencia que se conserva y en
el tratado sobre el Tridngulo Aritmético de Pascal; para el segundo en el libro de
Huygens.

Para el anédlisis de estos trabajos no seguiremos estrictamente el orden cronolégico
pues parece mas conveniente tratar por separado cada uno de los problemas.

6.3.1. Problema de la divisién de apuestas. El problema de la divisién de
apuestas o problema de las partidas, como lo llamaba Pascal, es el problema
1. Como ya hemos visto, el planteamiento de este problema era ya conocido desde
antes, incluso era ya identificado como un problema en donde interviene al azar; pero,
hasta antes de Pascal-Fermat, nadie habia encontrado una solucién correcta a este
problema.

Comenzaremos analizando el método usado por Fermat para resolver este problema.
Este se puede descomponer en tres pasos:

lo. Determinar el niimero méximo de partidas que deberfan jugarse a partir de la
situaciéon dada para que el juego se termine.
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Por ejemplo, en el problema planteado, al jugador P le faltan dos partidas para ganar
y al jugador Q le faltan tres partidas. Entonces, a lo méds en 4 partidas adicionales se
acaba el juego pues no se acaba en las 3 siguientes cuando de éstas P gana una y Q
gana dos; pero estando en esta situacién, el juego se decide en la siguiente partida.

20. Suponiendo que se juega el nimero de partidas encontrado en el primer paso,
determinar todos los posibles resultados.

En el ejemplo considerado, se requiere determinar todos los posibles resultados de 4
partidas. Si denotamos por la letra a el que P gane una partida y por la letra b el
que gane Q, los posibles resultados en 4 partidas son los siguientes:

(a,a,a,a),(a,a,a,b),(a,a,b,a),(a,b,a,a),(ba,a,a)
(a,a,b,b),(a,b,a,b),(a,b,b,a),(b,a,a,b),(ba,b,a),(b,b,a,a)
(a,b,b,b),(b,a,b,b),(b,b,a,b),(b,b,b,a),(b,b,b,b)

en donde, por ejemplo, (b,b, a,b) significa que P gana solo la tercera partida y Q las
otras 3. Resultan en total 2* = 16 posibles resultados.

30. De todos los posibles resultados encontrados en el segundo paso, determinar el
nimero de aquellos que hacen ganar al primer jugador y el nimero de aquellos que
hacen ganar al segundo. La proporcién de las apuestas que corresponde a cada uno
debe ser entonces igual a la proporcién de estos niimeros.

En el ejemplo considerado, hay 11 posibles resultados que hacen ganar al jugador P,
a saber, (a,a,a,a), (a,a,a,b), (a,a,b,a), (a,b,a,a), (b,a,a,a), (a,a,b,b), (a,b,a,b),
(a,b,b,a), (b,a,a,b), (b,a,b,a), (b,b,a,a). Los 5 restantes hacen ganar al jugador Q.
Por lo tanto, las apuestas se las deben repartir en la proporcion 11 : 5.

El método de Fermat recibié dos objeciones. La primera de ellas fue hecha por
Roberval, amigo de Pascal y segiin parece el tinico que conocié los métodos usados
por Pascal y Fermat. Con relacién el ejemplo que hemos considerado, decia Roberval
que no es necesario que se jueguen las 4 partidas pues el juego puede terminarse antes,
asf que la hipétesis de que se jueguen las 4 partidas es ficticia y debfa demostrarse que
no es falsa. A esta objeciéon de Roberval respondié Pascal diciendo que la hipétesis
es solo una convencién que no afecta el resultado pues si alguno gana el juego en
menos de 4 partidas los resultados de las partidas siguientes no afectan porque el otro
jugador no podré llegar a completar los puntos que le faltan para ganar.

La segunda objecién la hizo Pascal a raiz de que Fermat afirmaba que su método
era valido no sélo para el caso de dos jugadores sino para cualquier mimero de ellos.
Pascal negaba esta afirmacion pues en el caso de 3 jugadores, por ejemplo, la hipétesis
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ficticia de extender el juego hasta cierto nimero de partidas causa problemas: Si por
ejemplo al primer jugador le falta una partida, al segundo dos y al tercero también
dos, entonces el juego se acaba en a lo mas 3 partidas, pero algunos de los posibles
resultados de 3 partidas son favorables a dos de los jugadores, por ejemplo, con la
misma notacién usada para el caso de dos jugadores, el resultado (a, b, b) es favorable
tanto al primer jugador como al segundo.

La respuesta que dio Fermat a las dos objeciones planteadas en de singular importan-
cia, en ella Fermat hizo explicita por primera vez la condicién necesaria para poder
aplicar la definicién cldsica de probabilidad, es decir, la hipdtesis de equiprobabili-
dad?. Ademss, en la misma respuesta, Fermat introdujo implicitamente la regla de
la suma para el caso de eventos mutuamente excluyentes.

Decia Fermat que la ficcién de extender el juego hasta un cierto niimero de partidas
no sirve més que para facilitar la regla y para hacer todos los azares iguales.
Por ejemplo, en el caso planteado por Pascal de los 3 jugadores, en donde al primero
le falta una partida para ganar, al segundo dos y al tercero dos, decia Fermat que
de los 3% = 27 posibles resultados de 3 partidas, las que son favorables a uno de
los jugadores son solo aquellas que lo hacen ganar antes que al otro; de esta manera
un posible resultado como (a,b,b) ya no es ambiguo. Haciendo esta consideracién
encontré que la reparticiéon de las apuestas debe ser en la proporcién 17 : 5 : 5. Y,
para que no hubiera objecién, dio la siguiente solucién, en la cual ya no hay nada
ficticio y muestra que, efectivamente, la hipétesis de extender el juego sirve para hacer
todos los azares iguales (i.e. equiprobables).

El primer jugador puede ganar en una partida o en dos o en tres. Para ganar en
una partida tiene % de los azares, para ganar en dos partidas (exactamente) puede
hacerlo de dos maneras, asi que tiene % de los azares, para ganar en tres partidas
(exactamente) puede hacerlo de dos maneras, asi que tiene % de los azares. La suma
de los azares que hacen ganar al primer jugador es entonces % + % + 2%, lo que hace
;—;. Asi, hacia ver Fermat que la extensién ficticia a un cierto nimero de partidas no
es otra cosa que la reduccién de las diversas fracciones a un mismo denominador.

El razonamiento de Fermat puede escribirse de la siguiente manera:
Consideremos los eventos siguientes:

A: el primer jugador gana el juego.

Ajq: el primer jugador gana la siguiente partida.

2Imph’citamente7 esto es lo que hace ver Galileo en el problema particular que se planteaba con
relacion al lanzamiento de 3 dados.
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As: Alguno de los otros dos jugadores gana la siguiente partida y la que sigue a ésta
la gana el primer jugador.

Ajs: en las siguientes dos partidas, cada uno de los otros dos jugadores gana una y la
siguiente la gana el primer jugador.

Entonces A = A;|J A2 |J A3 y, como los eventos Ay, Ay y Az son mutuamente ex-
cluyentes, se tiene P(A) = P(A;) + P(A2) + P(A3).

De esta manera, se ve que lo que hizo Fermat fue introducir implicitamente la regla
de la suma para eventos mutuamente excluyentes.

Cuando Pascal conocié el método usado por Fermat en el problema de las partidas
comenté que este método es el primero que le vino a la mente para solucionar este
problema pero que, como el trabajo con las combinaciones es excesivo, buscé una
abreviacion, encontrando propiamente otro método. Este comentario parece impor-
tante pues deja ver que era conocido y aceptado que para resolver problemas de azar
podia recurrirse a contar las distintas posibilidades y de ahf las que son favorables al
evento deseado.

Pasemos entonces al método utilizado por Pascal en el problema de las partidas.
Tomemos el mismo caso de dos jugadores que ya consideramos, en el que al primero,
P, le faltan dos partidas para ganar y al segundo, Q, tres. Para encontrar la forma en
que deben repartirse las apuestas si el juego se detiene en estas condiciones, Pascal
siguié un método recursivo. En el caso que estamos considerado comenzaba por
establecer la forma de la reparticién cuando al primer jugador le falta una partida
para ganar y al segundo dos. Supongamos que el total de las apuestas es 64, entonces,
en la situacién dada, al jugar la siguiente partida hay dos posibilidades, la primera es
que P la gane, en cuyo caso gana el juego y por lo tanto toda la apuesta, la segunda es
que Q la gane en cuyo caso P y Q quedan en igualdad de condiciones y debe entonces
tocar a cada uno la mitad de las apuestas, es decir 32. Entonces en un caso a P le
tocan 64 y en otro 32, asf que, cualquiera que sea el caso, P tiene asegurado 32 y
los otros 32 de las apuestas pueden corresponder a P o a Q con un azar igual; por lo
tanto, de esos 32 la mitad debe ser para P y la otra para Q. Es decir, cuando a P le
falta un punto y a Q dos, a P le corresponde 32 4+ 26 = 48 y a Q 16.

A partir de este caso, Pascal pasaba a otro en el que a P le falta un punto y a Q tres.
En esta situacion, si se juega la siguiente partida, P puede ganar toda apuesta o bien
48 por el primer caso. Por lo tanto a P le corresponde 48 + %(16) =56yaQS8.

En seguida podia pasar al caso en que a P le faltan dos puntos y a Q tres. En
esta situacién, si se juega la siguiente partida, P puede quedar faltdndole un punto
y tres a QQ, en cuyo caso le corresponde 56 por el segundo caso; o bien, si (Q gana
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esta partida, quedan en igualdad de circunstancias y toca a cada uno 32. Entonces
P tiene asegurados 32 y puede ganar 56 — 32 = 24 con un azar igual que Q; asi que
entonces a P le corresponde 32 + $(24) =44 y a Q 8 + 1(24) = 20.

La proporcién 44 : 20 encontrada por Pascal es, efectivamente, la misma que la
proporcién 11 : 5 encontrada con el método de Fermat.

Pascal no se contentaba con encontrar la solucién a un problema particular, su
bisqueda fue siempre en el sentido de encontrar reglas generales que le permitieran
encontrar soluciones en una diversidad de situaciones. Para ejemplificar esto observe-
mos primero que, siguiendo el método de Pascal, se obtienen los siguientes resultados:
Cuando a P le falta 1 punto y a Q 4 puntos, a P le corresponde 60 de la apuesta;
cuando a P le faltan 2 puntos y a Q 4, a P le corresponde 52 de la apuesta y, final-
mente, cuando a P le faltan 3 puntos y a QQ 4, a P le corresponde 42 de la apuesta.
Entonces, decfa Pascal, cuando P ha ganado 1 punto y Q ninguno, le tocan a P 42,
es decir P tiene derecho a 10 de la apuesta de QQ; en otras palabras, el valor, sobre la
apuesta del contrario, de la primera partida es 10; cuando P ha ganado 2 puntos y Q
ninguno, le tocan a P 52, es decir P tiene derecho a 20 de la apuesta de Q; restédndole a
esta cantidad el valor de la primera partida resulta que el valor de la segunda partida
es 10. De la misma manera se determina que el valor de la tercera partida es 8 y el de
la cuarta 4. Pascal entonces observa que dado cualquier nimero N, cuando se juega
a N partidas, el valor de la primera partida es igual al de la segunda y el valor de
la dltima partida es igual a la mitad del valor de la iltima partida cuando se juega
a N — 1 puntos; asi, si la apuesta de cada uno es 32, cuando se juega a un punto el
valor de la tltima partida es 32; cuando es a 2, 16; cuando es a 3, 8; etc.

Pascal fundamenté y amplié las bases de su método en su tratado sobre el tridn-
gulo aritmético. Ahi, dice Pascal que su método estd basado en los siguientes dos
principios:

lo. Si uno de los jugadores se encuentre en una situacién tal que, independientemente
de que gane o pierda, una suma le debe pertenecer sin que al azar pueda quitérsela,
entonces no debe repartirla, sino tomarla entera, ya que la reparticién debe ser pro-
porcional al azar y como no hay azar de perderla, debe retirar todo sin repartirlo.

20. Si dos jugadores se encuentran en una situacién tal que, si uno gana le pertenecera
una cierta suma y si pierde, ésta pertenecerd al otro; si el juego es de puro azar y
hay tantos azares para uno como para el otro y quieren retirarse sin jugar y tomar lo
que legitimamente les pertenece, entonces deben partir la suma que estd al azar por
la mitad y tomar cada uno una parte.

De estos dos principios, Pascal obtiene dos corolarios, que son esencialmente el mismo
y puede darse de la siguiente forma:
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COROLARIO 6.1. Si dos jugadores juegan un juego de puro azar con la condicion de
que si el primero gana se le dard una cierta suma A y si pierde se le dard una suma
B. Entonces, si quieren retirarse sin jugar y tomar cada uno lo que les pertenece, el
primero debe tomar 3(A + B).

Los dos principios son intuitivamente evidentes, no asi el Corolario, aunque éste se
obtenga en forma inmediata de los principios. Este corolario encierra un concepto
de gran importancia en la teorfa de la Probabilidad, el de Esperanza, En un juego
de azar, este concepto corresponde precisamente a lo que debe recibir un jugador en
caso de que decida no jugar el juego, lo cual puede entonces interpretarse como una
estimacion, hecha antes de realizar el juego, de lo que recibird el jugador.

Aplicando repetidamente el Corolario, Pascal podia resolver el problema de las par-
tidas en cualquier circunstancia. Pero Pascal hizo aiin mds, pues encontré que hay
una relacién entre las soluciones al problema de las partidas y el tridngulo aritmético.
Esta relacién es la que estudiamos en el capitulo 3 del primer volumen de este libro
y que demostramos utilizando bdsicamente el método de Fermat. Es interesante la
demostracion que hizo Pascal de esta relacién pues no se basa en el método de Fermat
sino en una aplicacién directa de su corolario.

El método de Pascal es esencialmente el mismo que utiliza més tarde Huygens para
resolver tanto el problema de las partidas como el problema de los dados, solo que,
como veremos, el método de Huygens, a pesar de sus limitaciones, es més general que
el de Pascal. Pasemos a analizar este método.

Para Huygens, el tipo de problemas planteados eran de gran importancia, pues con-
sideraba que su estudio era la base de una nueva materia.

Huygens comienza su trabajo diciendo que, si bien en los juegos de azar los resultados
son inciertos, la posibilidad que un jugador tiene de ganar o de perder tiene sin
embargo un valor determinado. Para encontrar este valor, Huygens partia de una
hipétesis en la cual introduce el concepto de juego justo. Esta hipétesis se enuncia
como sigue:

HipOTESIS 6.2. En un juego, la posibilidad que se tiene de ganar alguna cosa tiene
un valor tal que si se pose este valor se puede uno procurar la misma posibilidad en
un juego justo.

Por un juego justo, Huygens entendia un juego entre un nimero cualquiera de ju-
gadores en el cual, o bien todos los jugadores tienen la misma posibilidad de ganar
cierta cantidad, o bien cada uno de los jugadores tiene igual nimero de posibilidades
de ganar cierta cantidad que de perderla.
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La hipdtesis entonces significa lo siguiente: supongamos que un jugador P participa
en un juego en el que puede recibir cantidades Ay, ..., A,, dependiendo del resultado
del juego; supongamos, para facilitar el razonamiento, que todas esas cantidades son
positivas, es decir, el jugador P gana siempre alguna cantidad cualquiera que sea
el resultado, lo que varfa es el monto de la cantidad. Este juego es, desde luego,
favorable al jugador P pues no arriesga nada. Se quiere estimar, antes de realizar el
juego, el valor x que recibe P. Este valor z puede interpretarse, como ya vimos en
el método de Pascal, como lo que pertenece a P en caso de que decida no jugar el
juego; entonces podemos decir también que para P el juego tiene un valor z. Esto
significa que si, para jugar el juego, P paga una cantidad x, entonces el juego no serd
ni favorable ni desfavorable para P, ni tampoco para el que le paga a P, es decir,
el juego serd un juego justo. La hipdtesis de Huygens es entonces intuitivamente
evidente, dice simplemente que el valor de un juego para una persona que participa
en él es tal que si esa persona paga ese valor por jugar el juego, entonces el juego
no es favorable a ninguno de los jugadores, es decir, es un juego justo. Incluso la
hipdtesis puede tomarse como una definicién del valor de un juego en términos de un
juego justo; la definicién se interpretaria, intuitivamente, diciendo que el valor de un
juego asi definido es una estimacion, realizada antes de jugar el juego, de lo que la
persona, recibird.

De su hipétesis, Huygens dedujo tres proposiciones, las cuales serfan las tinicas que
usarfa para resolver todos los problemas que se planteé. Estas son las siguientes:

PROPOSICION 6.3. Tener iguales posibilidades de obtener a o b me vale “TH’

PROPOSICION 6.4. Tener iguales posibilidades de obtener a, b o ¢ me vale %b*c

PROPOSICION 6.5. Tener r posibilidades de obtener a y s posibilidades de obtener b,
ra+sb

las posibilidades siendo equivalentes, me vale Z=-

Como puede verse, la proposicién 6.3 es exactamente el Corolario de Pascal; mientras
que las proposiciones 6.4 y 6.5 generalizan la proposicién 6.3, con la niimero 2 Huygens
resuelve el problema de las partidas para el caso de 3 jugadores. Notese que Huygens
especifica en la proposicién 6.5 que las posibilidades deben ser equivalentes (i. e.
equiprobables).

Para ilustrar el método de demostracién de estas proposiciones se expone a continua-
cién la de la niimero 3:

Sea x el valor del juego y consideremos un nuevo juego definido de la siguiente manera:
juego contra otras dos personas teniendo cada una las mismas posibilidades de ganar
y apostando x cada una, conviniendo ademds con la primera que si gana ella me da
una cantidad b y si yo gano le doy una cantidad b y con la segunda que si gana ella
me da una cantidad c y si yo gano le doy una cantidad c. Evidentemente, este nuevo
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juego asf definido es un juego justo. En este nuevo juego, si gano recibo 3z — b — ¢, si
gana la primera persona recibo b y si gana la segunda recibo c; es decir, tengo iguales
posibilidades de obtener 3x — b — ¢, b o ¢. Haciendo entonces 3x — b — ¢ = a el nuevo
juego resulta equivalente al que tenfamos originalmente y obtenemos = = %b*c

Haciendo uso de sus proposiciones, Huygens resolvié el problema de las partidas para
algunos casos particulares. Cuando se trata de dos jugadores utilizé la proposicién
6.3 siguiendo esencialmente el mismo método que Pascal, es decir, para llegar a una
cierta situaciéon comenzaba por considerar otras situaciones méds simples. Cuando se
trata de 3 jugadores Huygens uso la proposicién 6.4, ésta no aparece en el trabajo de
Pascal, sin embargo él afirma que su método sirve también para el caso de 3 jugadores,
lo cual no es evidente si no se tiene una proposicién del tipo de la 6.4. Inténtese por
ejemplo resolver el caso mds simple de 3 jugadores usando el método de Pascal, es
decir, supongamos que 3 personas estdn jugando a cierto nimero de partidas y que
a la primera le falta una partida para ganar, una también a la segunda y dos a la
tercera. Utilizando la proposicién 6.4 dirfamos:

Si el juego continia y la siguiente partida es ganada por la primera persona, entonces
a esta le toca toda la apuesta, llamémosla A y a las otras no les toca nada; si es
la segunda persona la que la gana, entonces a ésta le toca A y a las otras nada;
finalmente, si es la tercera persona las que la gana entonces quedan en igualdad
de circunstancias, tocdndole a cada una %A. Por lo tanto, si el juego se detiene
en las condiciones dadas inicialmente, a la primera persona le corresponde, por la
A+0+3A4 4 04+0+3A4 14
=1A.

5 = 3A; a la segunda lo mismo y a la tercera —;

proposicién 6.4,

La proposiciéon 6.5 se puede utilizar para resolver el problema de las partidas en el
caso en que cada jugador tenga distintas posibilidades de ganar cada partida, sin em-
bargo Huygens no hizo esta aplicacién. También la proposicién 6.5 es inmediatamente
generalizable al caso de cualquier nimero n de cantidades a4, ..., a, con posibilida-
des iguales a rq,...,r,, respectivamente, en cuyo caso el valor del juego resultaria

naLmn s esta generalizacion tampoco la hizo Huygens.
n

Observemos por ultimo que el método de Huygens y, por lo tanto, el de Pascal in-
volucran implicitamente el concepto de Esperanza Condicional y, con éste, el de Pro-
babilidad Condicional. Consideremos por ejemplo un juego a cuatro puntos que se
detiene cuando P ha ganado dos puntos y Q uno. Nos preguntamos entonces por
la proporcién de las apuestas que corresponde a P, o bien, partiendo de la situacién
dada, por el valor del juego para P.

Sea a el total de las apuestas y z el valor del juego para P partiendo de la situacién
dada. Si supiéramos cuantas posibilidades tienen P y Q de ganar, partiendo de la
situacién dada, obtendriamos facilmente lo que le corresponde a cada uno, pues si r
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es el primer niimero y s el segundo, entonces, por la proposicién 6.5, al jugador P le

corresponde =y al jugador Q ;%% Es decir, el valor del juego para P es x = =%

Como r y s no se conocen, lo que hacemos es, partiendo de la situacién dada, suponer
que se juega la siguiente partida, entonces llamando x; al valor del juego para P
cuando P gana la siguiente partida y x5 su valor cuando QQ gana la siguiente partida,

usando la proposicién 1, obtenemos x = #1322,

Utilizando la terminologfa moderna, estamos considerando los eventos:
Az: El jugador P gana la siguiente partida.
Bi: El jugador QQ gana la siguiente partida.

Entonces, z es el valor del juego para P (i.e. el valor que espera recibir P ), mientras
que x1 y o son los valores del juego para P condicionados a la ocurrencia de A; y
By respectivamente (i.e. esperanzas condicionales). De manera que si llamamos X
a lo que recibe P en este juego, la férmula z = % puede escribirse en la forma
EX]|=FE[X|A]P(A)+E[X | Bi] P(By), la cual podriamos llamar la regla de la

probabilidad total para esperanzas.

La férmula en términos de esperanzas puede escribirse en términos de probabilidades.
En efecto, si llamamos r; a las posibilidades que P tiene de ganar el juego cuando
Ay ocurre y s; a las posibilidades de Q, entonces x; = —+%. Pero si llamamos A

r1+s1
al evento consistente en que P gane el juego, el cociente —1— es precisamente la

probabilidad condicional de A dada la ocurrencia de A;, es htecl:ir r1 = aP(A | Ay).
De la misma manera, se tiene x5 = aP(A | By) y = = aP(A). Por lo tanto la
formula E[X] = E[X | A)| P(A1) + E[X | By P(B:1) puede escribirse en la forma
aP(A) =aP(A| A1)P(A1) +aP(A| B1)P(B1) o, lo que es lo mismo, P(A) = P(A |
Ay)P(Ay)+P(A| B1)P(B1), que no es otra cosa que la regla de la probabilidad total.
Notese que esta regla se obtiene aquif sin necesidad de usar la regla del producto, la

cual, por otro lado, también puede obtenerse siguiendo el método de Huygens.

Los dferentes métodos utilizados por Fermat-Pascal-Huygens para resolver el pro-
blema de las partidas encierran, como hemos visto, varios conceptos y resultados
importantes en la teorfa de la Probabilidad. Estd ahi el concepto de probabilidad a
la manera cldsica como un cociente de casos favorables y total de casos, haciéndose
ver que el total de casos deben ser equiprobables; estd también el concepto de espe-
ranza y junto con éste el de juego justo; estdn asimismo los conceptos de esperanza
y de probabilidad condicional, asi como la regla de la suma para el caso de eventos
mutuamente excluyentes y la regla de la probabilidad total.
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Estas consideraciones pueden servir para ubicar el trabajo de Pascal-Fermat-Huygens,
pues en conjunto encierran una gran riqueza, de hecho todas las bases para el desa-
rrollo del Célculo de Probabilidades césico, incluyendo su parte tedrica. No son ellos,
claro estd, los que abstraen los conceptos y resultados anteriores de los problemas
particulares que tratan, pero si son estos problemas los que servirdn de base para la
sistematizaciéon que més tarde realizard Jacques Bernoulli por un lado y Abraham de
Moivre por el otro.

Con relacién al problema de las partidas, tanto Pascal como Fermat y Huygens
hicieron aportaciones. Parece ser que las mayores pertenecen a Fermat y a Huygens,
pues es de las consideraciones que ellos hacen que se pueden abstraer los conceptos y
resultados mencionados méds arriba.

6.3.2. Problemas con dados. En la correspondencia entre Pascal y Fermat
se hace referencia a dos problemas de dados propuestos por de Meré, éstos son los
problemas 2 y 3.

Pascal y Fermat dieron mayor atencién al problema de las partidas que a estos dos pro-
blemas; sin embargo, veremos que las consideraciones que de ellos se derivan encierran
tanta o mds riqueza que el problema de las partidas.

Los métodos que usaron Pascal y Fermat para resolver estos dos problemas son,
como ya dijimos, desconocidos; lo que es cierto es que no estdn basados en una
aplicacion directa de la definicién cldsica de probabilidad, excepto quizd el usado
para el problema 1. Este fue resuelto no sélo por Pascal y Fermat sino por Roberval
y el mismo de Méré, lo cual podria indicarnos que para su solucién fue usado el
método, aparentemente aceptado y usado en esa época, consistente en determinar
todas las posibilidades en los lanzamientos y de ahi aquellas que son favorables al
evento deseado. El conocimiento de todas las posibles formas en que pueden caer
cualquier nimero de dados, problema que estaba ya resuelto, facilitaba esta tarea pues
ya solo era necesario encontrar de ahi los casos favorables al evento en consideracion.
En el caso del problema 2 la solucién es n = 4, asi que comenzando por el caso
n = 1 el proceso para llegar a la solucién no resulta ni muy largo ni muy complejo,
en cambio, la respuesta n = 25 para el problema 3 hace que ese mismo proceso se
alargue y se complique.

Pascal y Fermat encontraron las soluciones correctas a los dos problemas anteriores.
Por cierto que el resultado sorprendia a de Méré pues decfa que si con un dado, en
cual tiene 6 caras, se requieren 4 lanzamientos para obtener un determinado valor,
por qué con dos dados, los cuales tienen 36 caras, y dado que 4 es a 6 como 24 es a
36, no se requieren 24 lanzamientos para obtener un determinado valor.
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El tnico problema con dados que fue resuelto en la correspondencia que se conoce
entre Pascal y Fermat es uno que resuelve Fermat en una carta a Pascal a propdsito
de un problema que este ultimo le habfia planteado.

PROBLEMA 7. Si se trata de obtener por lo menos un 6 en ocho lanzamientos de un
dado y se ha jugado ya 3 veces sin obtenerlo y el contrario propone que no se haga el
40. lanzamiento (pero si los siguientes), ;Cudanto le pertenece al que estd tirando por
dejar de hacerlo?

Antes de resolver este problema, Fermat dio el siguiente argumento: Si trato de
hacer un 6 en ocho lanzamientos de un dado y, después que el dinero esta en juego,
convenimos en que no haré el primer lanzamiento, entonces es necesario, por mi
principio, que saque del juego un sexto del total. Si después de eso, convenimos en
que no haré el segundo lanzamiento, entonces debo sacar un sexto de lo restante que
es % del total; y si después de eso convenimos en que no haré el tercer lanzamiento,
entonces debo sacar un sexto de lo restante, que es 2 del total; si todavia se conviene

216
en que no haga el cuarto lanzamiento debo sacar un sexto de lo restante, que es 12

1296
del total.

Pero, agregaba Fermat, en el problema planteado, como no se obtuvo nada en las 3
primeras tiradas, la suma total todavia estd en juego, de manera que si se conviene
que no se haga el 4o0. lanzamiento, el que tira debe tomar como indemnizacién un
sexto del total.

Se desconoce a que principio se refiere Fermat en su argumentacién; es posible que se
refiera a uno segun el cual, si todos los azares son iguales (i.e. equiprobables) y hay
r casos favorables para obtener cierta cantidad = de un total de r + s casos, entonces
lo que corresponde al jugador antes de realizarse el juego es =z. Como puede
verse, este principio es un caso particular de la proposiciéon 3 de Huygens, aunque
su demostracion puede darse siguiendo las ideas de Fermat dadas en su solucion al
problema de las partidas, ahi él divide las apuestas en la misma proporcién que los
casos favorables a cada jugador, de ahf se sigue que si r son los favorables al primero
y s al segundo, entonces al primero corresponde - de las apuestas y al segundo =

r+s
de las apuestas.

Aplicando este principio en cada paso de su argumento se obtiene la solucién que él

da. Obsérvese que lo que queda después de sacar la primera cantidad es % del total,

lo que queda después de sacar la segunda es §—2 del total, después de sacar la tercera

% del total y ésta es la forma en que Fermat escribe estas cantidades. La regla de
5\"

aqui es evidente: lo que queda después de sacar la enésima cantidad es (g)
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Del argumento de Fermat puede inferirse que su método de solucién al problema 2
de dados es el mismo que usé ahf; es decir, si en n lanzamientos, el primero vale %
del total, el segundo % de lo que resta y asf sucesivamente, entonces el valor de todos

los lanzamientos juntos es % + %% + %% + %% + .-+ del total.

El problema se reduce a encontrar entonces un nimero n para el cual la suma anterior
sea ya mayor que % Haciendo paso a paso esta suma se obtiene que ya la suma de los
4 primeros términos es mayor que % No se sabe si Fermat siguié este procedimiento
para encontrar n = 4 o si encontré la expresion general de la suma para cualquier n,
ésta es facil de obtener pues la suma es una progresion:

1, 1(5 1 (5\n—1 5\"
sts@+ 456" =1-()
El problema se reduce entonces a encontrar el mas pequeno n para el cual (%)n < %

Obsérvese que en el método de Fermat estd implicita la regla de la suma para eventos
mutuamente excluyentes pues el j-ésimo término de la suma %—l—% (%) +-- ~+% (%)n_1
corresponde a la probabilidad de obtener el primer seis exactamente en el j-ésimo

lanzamiento.

Huygens presté mayor atencién a los problemas con dados. En su libro se encuentran
resueltos los problemas 2 y 3 y algunos otros que planteamos a continuacion:

El estudio de problemas con dados lo comenzé Huygens haciendo ver que con un
dado se pueden obtener 6 resultados diferentes, todos igualmente posibles porque se
supone que el dado tiene la forma de un cubo perfecto. Como puede verse, aquf
estd la idea de equiprobabilidad. En seguida hacia ver que con dos dados se pueden
obtener 6 x 6 = 36 resultados diferentes, también todos igualmente posibles; con tres
dados se tienen 36 x 6 = 216 y asi sucesivamente. Por ltimo, encontré el ntimero
de resultados, de entre todos los posibles, con los cuales se obtiene cada una de las
diferentes sumas que pueden obtenerse con dos y tres dados.

Después de estas consideraciones pasaba ya a la solucién de los diferentes problemas.
Su método de solucién es esencialmente el mismo que usé para el problema de las
partidas, basado en sus 3 proposiciones.

Para resolver el problema 2, decia Huygens: El jugador que acepta obtener un 6 con
un solo lanzamiento tiene 1 posibilidad de ganar y 5 de perder, asi que, llamando A
a la apuesta, tiene 1 posibilidad de obtener A y 5 de no obtener nada, lo que le vale
%A por la proposicion 6.5. El jugador que acepta obtener un 6 en dos lanzamientos
tiene 1 posibilidad de obtenerlo en el primer lanzamiento y 5 de no obtenerlo; si lo
obtiene en el primer lanzamiento, gana A, si no lo obtiene, todavia puede hacerlo en
el segundo lanzamiento, lo cual le vale %A por la primera parte de la demostracion;
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por lo tanto, al comienzo tiene 1 posibilidad de obtener A y 5 de obtener %A, lo cual

A+5(LA .., .. .
le vale # = %A por la proposicién 6.5. En los pasos siguientes el razonamiento

es similar: con tres lanzamientos, si obtiene 6 en el primero gana A, si no lo obtiene
tiene derecho a %A por el segundo paso; por lo tanto, al comienzo le corresponde
11
A+5( 4 A) _ o
6 216
més de la mitad de A.

por la proposicién 6.5. Con 4 lanzamientos se obtiene %, es decir,

El método de solucién consiste entonces, como en el problema de la divisién de apues-
tas, en ir del caso mds simple al mds complejo con un procedimiento recursivo. En
este problema el método de Huygens es también esencialmente un método basado
en probabilidades condicionales. Utilizando la terminologia moderna y planteado en
términos de probabilidades, el método es esencialmente el siguiente:

Consideremos los siguientes eventos:
A,: Se obtiene por lo menos un 6 en n lanzamientos.
Bj: Se obtiene 6 en el primer lanzamiento.

Entonces:

=+ P =3+ [+ 8P(A)] = 5+ 5 (B) + (§) P(Au)

2 3
=5+5(3) +5(8) +(§) P(Ads)
2 n—1
R RE (R TO Rt
Expresién que coincide con la que se puede encontrar con el método de Fermat.

Obsérvese, en particular, que en el método de solucién estd implicita la regla de
la probabilidad total. El método estd basado, como en el caso del problema de las
partidas, directamente en el concepto de esperanza y de juego justo. Es decir, Huygens
no calculaba directamente probabilidades sino lo que el jugador espera recibir en cada
lanzamiento, en donde lo que espera recibir estd definido en funcién de un juego justo.

Para resolver el problema 3 Huygens siguié el mismo método que utilizé para el
problema 2, sin embargo la solucién n = 25 lo hace relativamente largo, Huygens
encontré sin embargo una manera de simplificarlo. Decia Huygens:
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El que juega a un solo lanzamiento (de dos dados) tiene 1 posibilidad de ganar Ay
35 posibilidades de no ganar nada, asi que le corresponde %A. El que juega a dos
lanzamientos tiene 1 posibilidad de ganar A y 35 posibilidades de obtener %A (por el

. A+35( 2= A . .
primer paso), lo que le vale % = %A. El que juega a cuatro lanzamientos,

gana A si obtiene par de seises en los primeros dos lanzamientos, si no lo obtiene gana,
por el segundo paso, &A; pero, también por el segundo paso, hay 71 posibilidades de
obtener par de seises en los dos primeros lanzamientos y 1296—71 = 1225 posibilidades

71A+1225(%})6A)

1396 , es decir

de no obtenerlo; por lo tanto, en 4 lanzamientos le corresponde
178991 4

1679616

De aqui calculaba lo que le corresponde en 8 lanzamientos, luego en 16 lanzamientos
y, usando estos dos casos, encuentre lo que le corresponde en 24 lanzamientos. Final-
mente encontré la solucion correcta, es decir que el que juega a 24 lanzamientos tiene
todavia una ligera desventaja y que se puede aceptar la partida con ventaja jugando
a 25 lanzamientos por lo menos.

La simplificacién que hacfa Huygens estd basada en la siguiente consideracion:

Tomemos el caso del que juega a obtener par de seises en 2 lanzamientos, entonces
llamando = a lo que corresponde el jugador en este caso y A; al evento consistente en
obtener par de seises en el primer lanzamiento, ya hemos visto que Huygens calculaba
x de la siguiente manera:

xr = ZE1P(A1) + ZEQP(Al)

en donde x; es lo que gana cuando ocurre A; y x2 lo que gana cuando no ocurre A;.

Lo que se obtiene como valor de z es una fraccién £ multiplicada por la apuesta

A. Lo que decfa Huygens es que la fraccién es un cociente de resultados favorables
entre total de resultados, es decir, es una probabilidad. Efectivamente, hemos visto
que llamando B al evento consistente en obtener par de seises en dos lanzamientos,
podemos escribir © = AP(B). Es decir, en el razonamiento de Huygens esta implicita
la idea de que sus proposiciones 6.3, 6.4 y 6.5 pueden expresarse no solo en términos de
esperanzas sino también en términos de probabilidades. En otras palabras, dentro del
concepto de Esperanza que definié Huygens esta contenido implicitamente el concepto
cldsico de probabilidad. En otras palabras, de aqui se refuerza la idea que hemos
dado ya en el sentido de que dentro del concepto de esperanza que defini6 Huygens
estd contenido implicitamente el concepto cldsico de probabilidad. La tltima idea
de Huygens expresa lo siguiente: si B es un evento y con la ocurrencia de B un
jugador recibe una cantidad A y con la no ocurrencia de B no recibe nada, entonces,
llamando = a lo que corresponde al jugador al inicio del juego, se tiene x = AP(B),
e inversamente, si lo que se conoce es x entonces % = P(B).
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En este problema, al igual que en el anterior, se puede encontrar una expresiéon simple
para lo que corresponde a un jugador que acepta la obtencién de par de seises en n
lanzamientos de un par de dados, llamando z, a esa cantidad, se obtendria z, =
[1 — (%)n] A, en donde A es el total de las apuestas.

Este mismo resultado puede obtenerse de una manera més simple utilizando el mismo
método de Huygens considerando lo que lo que corresponde al contrario en lugar de
lo que corresponde al jugador. Este cédlculo es como sigue:

En un lanzamiento, el contrario tiene 35 posibilidades de obtener A y 1 posibilidad de
no obtener nada; le corresponde entonces %A. En dos lanzamientos tiene 1 posibilidad
de no obtener nada (si el jugador obtiene par de seises en el primer lanzamiento) y 35
- . 35(354
posibilidades de obtener g—gA por el primer paso; le corresponde entonces % =

2 . . .
(%) A. Con el mismo razonamiento se encuentre entonces que en 3 lanzamientos le
35

3 . 4 ) . .
corresponde (%) A; en 4 lanzamientos (%) A y asi sucesivamente; es decir, en n
35

lanzamientos le corresponde (%)n A. Por lo tanto, al jugador que trata de obtener

. . n
par de seises en n lanzamientos le corresponde A — (%) A.

Este hecho muestra que no siempre la solucién mas simple es la primera que se ocurre
e incluso puede no ser evidente; Fermat por ejemplo tampoco encontré esta forma
simple de la solucién al problema planteado, aun cuando él calculaba probabilidades
en casos analogos usando la definicién clésica de probabilidad; en este caso, de (36)™
posibles resultados equiprobables hay (35)™ desfavorables y resulta entonces inmediato
que un juego a n lanzamientos, en el que se trate de obtener par de seises, vale
[1 — (%)n] A. Lo inmediato o simple de una solucién a un problema requiere pues,
a veces, de ensayos de solucién y de maduraciéon de determinados conceptos.

Si se analizan las soluciones de Huygens y de Fermat a los problemas con dados,
se verd que éstas tienen implicito el uso de la independencia de los lanzamientos.
Sin embargo, la independencia de experimentos o, més generalmente, de eventos, es
un concepto que se clarificé hasta mas tarde. Los problemas con dados jugaron un
papel importante en este proceso pues ilustraban el concepto ampliamente. Huygens
mismo considera otro problema con dados, el cual, al ser generalizado por Jacques
Bernoulli , adquirirfa una importancia singular en la Teorfa de la Probabilidad, nos
referimos al problema 4, el cual es equivalente a encontrar en cudntos lanzamientos
de un dado se puede contar con obtener dos veces un 6 (por lo menos). La solucién a
este problema usando el método de Huygens es simple, aunque algo laboriosa pues se
requiere encontrar primero lo que vale el juego para el caso de 2 lanzamientos, luego
para el caso de 3, 4, 5, ..., etc., hasta el momento en que el juego ya resulte favorable,
se encuentre que se puede jugar con ventaja a obtener 2 series (por lo menos) con un
dado en 10 lanzamientos.
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Con relacién a este problema, Jacques Bernoulli mds tarde encontraria las probabi-
lidades tipo binomial ([1]); de manera especifica, encontraria que la probabilidad de

obtener exactamente k seises en n lanzamientos de un dado es (Z) (é)k (g)n_k. Este
resultado es de fundamental importancia en su trabajo pues con él se puede calcular
la probabilidad de obtener una frecuencia de seises igual a % en n lanzamientos de un
dado y de aqui encontrar una relacién entre la frecuencia de ocurrencia de un evento

y su probabilidad, para obtener lo que se llama el Teorema de Bernoulli.

Asi, las soluciones de Fermat y Huygens a los problemas con dados que se plantearon
contienen implicitamente los mismos conceptos y resultados que los contenidos en las
soluciones al problema de las partidas; pero, ademads, la posibilidad de repetir los
lanzamientos ilustra un concepto también de importancia, el de independencia y, por
otra parte, el problema 4 que plantea Huygens darfa origen a un tipo de probabilidades
de gran importancia en la Teorfa de la Probabilidad, las de tipo binomial.

Huygens resolvié en su libro algunos otros problemas, entre los que destaca el pro-
blema 5. La importancia de ese problema radica en que se refiere a un experimento
el cual admite una infinidad de posibles resultados, rebasando el marco de la misma
definicién cldsica de probabilidad. La solucién de Huygens es como sigue:

Sea z el valor del juego para Q y a el total de las apuestas. El valor del juego para
P es entonces a — x. Sea ademds y el valor del juego para Q cuando sea su turno
de lanzar los dados. Al iniciarse el juego, Q tiene 5 posibilidades de obtener 0 y
31 posibilidades de obtener y, por lo tanto, z = %y. Por otra parte, cada vez que
Q tenga el turno para lanzar los dados, tiene 6 posibilidades de obtener a y 30 de
obtener x, por lo tanto, y = %. Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene
xr = %a, de manera que los valores del juego para P y Q, respectivamente, estdn en
la proporcién 30 : 31.

Nuevamente, la solucién de Huygens contiene implicitamente el uso de probabilida-
des condicionales. La solucién moderna podria plantearse definiendo los siguientes
eventos:

C": El juego es ganado por el jugador Q.

Aj: Se obtiene éxito en el primer lanzamiento.
By: Se obtiene fracaso en el primer lanzamiento.
Aj: Se obtiene éxito en el segundo lanzamiento.
Bs: Se obtiene fracaso en el segundo lanzamiento.

para los cuales se tiene:
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P<C> - P(O | Al)P(Al) + P(O | BI)P<BI) = P(O | B1)P(Bl) = %P(O | Bl)
= % [P(C'| B1NA2)P(Ay) + P(C'| By N By)P(Bs)]

= 8L [P(4;) + P(C)P(B,)] = % [& + X P(C)]

Asf que P(C) = 3

— 6l
O, de manera equivalente, definiendo los eventos:
C': El juego es ganado por el jugador Q.
Ay: Se obtiene éxito en el primer lanzamiento.
E: Se obtiene fracaso en el primer lanzamiento y éxito en el segundo.
F: Se obtiene fracaso en los primeros dos lanzamientos.

para los cuales se tiene:
P(C)=P(C|A)P(A)+ P(C| E)P(E)+ P(C| F)P(F)
= P(E)+ P(C)P(F) =85 4 83 p(C)

~ 3636 ' 3636

El libro de Huygens termina con el planteamiento de algunos problemas, entre los
cuales destaca el problema 6°.

6.3.3. Ubicacion del trabajo de Pascal-Fermat-Huygens. Hemos visto que
no son los trabajos de Pascal-Fermat o el de Huygens los primeros que se refieren al
célculo de probabilidades. Ya antes se habfan dado soluciones a algunos problemas
particulares e incluso existia ya el trabajo de Girolamo Cardano, el cual contenia un
tratamiento mds o menos sistemético de problemas con dados. Parece claro que ese
trabajo previo que existia habfa hecho surgir ya la definicién cldsica de probabilidad,
aunque no como una definicién general sino solo como un método para resolver de-
terminado tipo de problemas y todavia con una limitacién en el sentido de que no se
habfa hecho explicita la necesidad de tener resultados equiprobables para aplicarlo.

El trabajo de Cardano puede considerarse como una sintesis de lo que habfa antes
de Pascal, Fermat y Huygens en lo que se refiere al Calculo de Probabilidades. Se
encuentre en ese trabajo el uso correcto de la definicién cldsica de probabilidad, una
interpretacion frecuencial de ésta y la idea de un juego justo; contiene ademds, aunque
usada erréneamente, la idea que estd detrds de la regla del producto para el caso
de experimentos independientes. Los problemas con dados que trata Cardano son,

3Este problema fue propuesto por Pascal a Fermat.
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sin embargo, muy simples; tanto que en ellos la aplicacién de la definicién clésica es
inmediata y no generan, por lo tanto, métodos que puedan convertirse después en una
base tedrica del Cdlculo de Probabilidades. Este hecho justifica tal vez la indiferencia
posterior que hubo hacia el trabajo de Cardano.

Echando una vista al trabajo de Cardano y al de Pascal-Fermat-Huygens podemos ver
que los problemas que se plantearon los segundos son de una complejidad superior
a los que se plante6 Cardano. Asi, por ejemplo, en el problema de las partidas,
aun teniendo a la mano la definicién cldsica de probabilidad, no resulta evidente la
manera de aplicarla; recuérdese que incluso Pascal pensé que resultaba muy complejo
resolver el problema por este método y buscé entonces otro. En los problemas con
dados, si bien estaba ya resuelto el problema de determinar el niimero de formas en
que pueden caer n dados, no era tampoco evidente el determinar de ahf el nimero de
casos favorables a determinado evento.

La complejidad de los problemas que atacaron Pascal, Fermat y Huygens exigia contar
no solo con la definicién cldsica de probabilidad sino ademds con métodos o reglas que
permitieran simplificar los problemas; la creacién implicita de estas reglas o métodos
es uno de los méritos del trabajo de Pascal-Fermat-Huygens.

Como hemos visto, las soluciones que dieron a los problemas que se plantearon con-
tienen, implicitamente, pricticamente toda la Teorfa del Célculo de Probabilidades
clasico. La abstraccién de esta teorfa vendria posteriormente pero teniendo como
base el trabajo de Pascal-Fermat-Huygens.

Todos los trabajos posteriores sobre el Cédlculo de Probabilidades tendrian como base
el de Pascal-Fermat-Huygens; Cardano no serfa ni siquiera mencionado por los di-
versos autores. Particularmente importante resulté el trabajo de Huygens, en parte
por ser el tinico que quedd por escrito y en parte por contener algunos conceptos
mads elaborados que en el trabajo de Pascal-Fermat; aunque hay que tener presente
que por ejemplo Fermat es quien hace explicita la necesidad de la equiprobabilidad y
quien con mayor claridad expresa la idea de descomposicién de un evento en eventos
ma&s simples.

También no se puede dejar de senalar que los métodos usados por Pascal y Fermat
tienen el mérito de mostrar al Andlisis Combinatorio como una herramienta de gran
utilidad en los problemas de probabilidad; hecho que maés tarde serfa sistematizado
por Jacques Bernoulli. Siguiendo este camino fructificarfa més el Célculo de Pro-
babilidades pues el método de Huygens, si bien podia generar (y de hecho generd)
resultados generales, en casi todos los problemas su uso resultaba sumamente com-
plejo y ésta era su limitacién.
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Resumiendo, podemos decir que si bien Pascal, Fermat y Huygens no son los primeros
en resolver problemas de probabilidad, si es su trabajo de una mayor riqueza y el que
influenciarfa totalmente todos los trabajos posteriores. La indiferencia total hacia los
trabajos anteriores al de Pascal-Fermat-Huygens parece de cualquier manera suma-
mente injusta pues fue en esos trabajos donde se fue generando la definicién clésica de
probabilidad. De manera que, si bien todavia a un nivel rudimentario, estos trabajos
previos no pueden dejar de considerarse como una etapa en el desarrollo del Célculo
de Probabilidades y, en particular, el trabajo de Cardano como una sintesis de esa
etapa.
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CAPITULO 7

SURGIMIENTO DE LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD
MODERNA

Si de un proceso real abstraemos sus aspectos esenciales,
dejamos un residuo que debemos considerar aleatorio...
Podria pensarse que cuando el “residuo aleatorio”, para
una formulacion dada de un fendmeno, es tan grande
que no se puede despreciar, entonces el 1inico modo posi-
ble de proceder seria describir el fenomeno con mayor
aproximacion... Afortunadamente, nuestras exrigencias
practicas son generalmente muy diferentes; solamente
necesitamos estimar el efecto total ejercido por los fac-
tores aleatorios para un largo intervalo de tiempo o para
un gran numero de repeticiones del proceso en estudio...
Ejemplos en que el efecto de un gran niumero de fac-
tores aleatorios conduce a leyes estadisticas completa-
mente bien definidas, se podrian multiplicar facilmente.
Uno de los mas conocidos y al mismo tiempo mds fasci-
nante, en vista de la amplitud de sus aplicaciones, es la
Teoria Cinética de los Gases, la cual muestra como la
influencia conjunta de colisiones aleatorias de moléculas
da lugar a leyes precisas que gobiernan la presion de un
gas sobre una pared, la difusion de un gas en el seno de
otro, etc.

Andrey Nikolaevich Kolmogorov

En el ano 1933, Andrey Nikolaevich Kolmogorov publicé un articulo ([63]) en el cual
establecié la formulacién de la Teorfa de la Probabilidad que prevalece hasta nuestros
dias. En ese articulo, Kolmogorov formul6 que el modelo matematico de un fenémeno
probabilistico estd dado por una terna (€2, <, P), en donde €2 es un conjunto, & una
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o—4élgebra de subconjuntos de €2 y P una medida de probabilidad definida sobre 3.
En este capitulo se analizara el proceso que condujo a dicha formulacién.

Para comprension de los elementos que intervienen en el modelo de Kolmogorov,
asi como para la exposicién de la manera en que surge, se requieren las siguientes
definiciones:

DEFINICION 7.1 (Algebra de subconjuntos). Sea Q un conjunto. Se dice que
una familia A de subconjuntos de 2 es un dlgebra si se satisfacen las siguientes
condiciones:

(i) Qe A.
(ii) Si A € A, entonces A° € A.

(i) Si A, ..., A, es cualquier familia finita de elementos de A, entonces | Ay €
k=1
A.

DEFINICION 7.2 (o-adlgebra de subconjuntos). Sea Q un conjunto. Se dice que
una familia A de subconjuntos de ) es una o-dlgebra si es un dlgebra y dada cualquier

o.)
familia infinita numerable de elementos de A, Ay, As, ..., entonces |J Ay € A.

k=1
DEFINICION 7.3 (Conjuntos ajenos por parejas). Dada una familia de conjuntos
(A,)~er, se dice que éstos son ajenos por parejas si Ay N Az = 0 para o, € T y

a # 3.

Obsérvese que como un algebra es cerrada bajo uniones y complementos, también lo
es bajo intersecciones y diferencias, de manera que para demostrar que un dlgebra A
es una o-algebra basta con probar que si Aj, As, ... es cualquier coleccién numerable
oo
de elementos de A, ajenos por parejas, entonces | J Ay € A.
k=1
DEFINICION 7.4 (Propiedad de la aditividad finita). Sea Q un conjunto y A un
dlgebra de subconjuntos de §2. Se dice que una funcion no negativa P, definida sobre
A, es finitamente aditiva (o que tiene la propiedad de la aditividad finita) si dada
cualquier familia finita, Aq, ..., A,, de elementos de A, ajenos por parejas, entonces:

n

P(kU1 Ar) = > 5oy P(Ak)
DEFINICION 7.5 (Propiedad de la aditividad numerable). Sea Q@ un conjunto y
A un dlgebra de subconjuntos de ). Se dice que una funcion no negativa P, definida
sobre A, es o-aditiva (o que tiene la propiedad de la aditividad numerable) si es fini-
tamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, As, . .., de elementos
de A, ajenos por parejas, tales que | J,— | A, € A, entonces:
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o0

P(U Ak) = ZZL P(Ak)

k=1

DEFINICION 7.6 (Medidas de probabilidad). Sea 2 un conjunto y A una o-dlgebra
de subconjuntos de 2. Se dice que una funcion no negativa P, definida sobre A, es
una medida de probabilidad si es o-aditiva y P(Q) = 1.

En el modelo de Kolmogorov se identifica a una funcién de probabilidad con una
medida en el sentido del Anélisis Matemdtico, concepto que surgié y se desarrollé
en los primeros 30 anos del siglo XX. Sin embargo, tal identificacién no surgié de
manera automdtica como algo general aplicable a cualquier experimento aleatorio
sino que requirié de un proceso, que llevé varios anos, en el cual se mostré que es una
alternativa adecuada. En el centro de este proceso se encuentra el planteamiento de
problemas en donde se trata de calcular probabilidades de eventos cuya ocurrencia
o no ocurrencia depende de una infinidad de observaciones y la aceptacién de la
aditividad numerable como una propiedad general de la funcién de probabilidad, la
cual permite atacar ese tipo de problemas.

Con el nacimiento de la Teorfa de la Medida de Borel- , durante 1898-1902, se comen-
zaron a identificar funciones de probabilidad con medidas pero tnicamente en cierto
tipo de modelos probabilisticos, aquellos que cafan dentro de un esquema geomé-
trico. Incluso cuando ya se habfa iniciado el desarrollo de una teorfa general de la
medida, alrededor del ano 1915, no se dio mecdnicamente la identificacién de una
funcién de probabilidad cualquiera con una medida, siendo la no aceptacién de la
o-aditividad uno de los impedimentos. No fue sino hasta la publicacién del trabajo
de Kolmogorov cuando la o-aditividad comenzé a ser ampliamente aceptada, siendo
varios los factores que influyeron para tal aceptacién. Por un lado, la Teoria de la Me-
dida se habfia desarrollado con suficiente generalidad, permitiendo asf definir medidas
en cualquier conjunto. Por otro lado, se habia ampliado el marco de aplicabilidad de
la o-aditividad hasta abarcar problemas bésicos de la Teorfa de la Probabilidad como
son los teoremas limite para sucesiones de variables aleatorias independientes. Pero el
elemento central consistié en el hecho de que se mostré que la o-aditividad permite la
construccién de modelos matematicos en problemas que involucran a una infinidad de
variables aleatorias, siendo los trabajos de Hugo Dyonizy Steinhaus ([96]) y Norbert
Wiener ([102], [103], [104], [105], [106], [107], [108]) los que abrieron el camino
en esta direccién, hasta llegar al resultado general de Kolmogorov, quien demostré
que, aceptando la o-aditividad en el caso de un niimero finito de variables aleatorias,
siempre es posible extenderla al caso de una familia arbitraria, mostrando asf la con-
sistencia del tratamiento matemético de los fenémenos probabilisticos asumiendo que
la probabilidad es una medida.
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Un aspecto importante a resaltar consiste en que, al analizar el proceso que conduce
al modelo de Kolmogorov, puede verse que la aditividad numerable surge como
una herramienta matematica, la cual permite extender, de manera tnica,
una funcién de probabilidad definida para una cierta familia de eventos a
una familia mucho mas amplia.

Por otra parte, debe de observarse que, en general, la o-aditividad no es una conse-
cuencia de la aditividad finita. Consideremos, por ejemplo, el dlgebra A formada por
los subconjuntos de los nimeros naturales que son finitos o de complemento finito
y definamos la funcién P : A — [0,1] por P(A) = 0 si A es finito y P(A) =1
si A° es finito. Tal funcién es finitamente aditiva pero no o-aditiva. Mads atn, se
puede mostrar ([90]) que P puede extenderse (no de manera unica) a una funcién
finitamente aditiva definida sobre la familia de todos los subconjuntos de los nimeros
naturales. Tal extension, la cual estd definida sobre una o-dlgebra, resulta entonces
ser finitamente aditiva, pero no o-aditiva.

Debe mencionarse también que no es Kolmogorov el primero en plantear un modelo
matemético en donde es aceptada la o-aditividad como una propiedad general de
cualquier funcién de probabilidad. El planteamiento m&s completo en este sentido,
previo al trabajo de Kolmogorov, se debe a Paul Pierre Lévy, quien en su libro
“Calcul des Probabilités”, publicado en 1925 ([74], [75]), da incluso un método para
definir funciones o-aditivas en espacios de dimensién infinita. Sin embargo, el método
de Lévy no era lo suficientemente general como para abarcar cualquier fenémeno
probabilistico.

7.1. El Calculo de Probabilidades clasico

A principios del siglo XX la Teoria de la Probabilidad gozaba ya de una gran pop-
ularidad. Por un lado, los trabajos de Pierre Simon Laplace ([67], [68], [69], [70],
[71] ), eran ya ampliamente conocidos en el medio cientifico. En particular, en su
“Teorfa Analitica de las Probabilidades”, Laplace logré sistematizar los métodos para
calcular probabilidades. Por otro lado, la escuela de San Petersburgo, formada, en-
tre otros, por Pafnuty Lvovich Chebyshev, Andrei Andreyevich Markov y Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov, habfa hecho aportaciones claves ([34], [35], [36], [80], [81],
[82], [83], [84], [78] y [79]), las cuales conducirian a la forma general de la Ley Débil
de los Grandes Niumeros y del Teorema del Limite Central. Finalmente, ademds de
las aplicaciones al estudio de datos estadisticos, la Teorfa de la Probabilidad estaba
siendo aplicada en la solucién de problemas importantes de la Fisica, como son los
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referentes a la Mecdnica Estadistica, con los trabajos de A. Kronig, Rudolf Julius Em-
manuel Clausius, James Clerk Maxwell, Ludwig Boltzmann y Josiah Willard Gibbs
([64], [31], [32], [33], [85], [86], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [52])".

Sin embargo, los fundamentos mateméticos de la Teorfa de la Probabilidad no eran
satisfactorios. De hecho, la Probabilidad no era considerada como parte de la Mate-
madtica. Sus conceptos y métodos eran especificos para las aplicaciones y no formaban
parte de una estructura abstracta general. La misma definicién de probabilidad,
la cual estaba basada en el concepto de equiprobabilidad, resultaba insatisfactoria
pues no en todos los fenémenos aleatorios resulta evidente qué resultados pueden
considerarse como equiprobables.

Como muestra de la visién que se tenfa sobre la probabilidad a principios de este
siglo basta citar el articulo de David Hilbert ([58]) presentado en el décimo Congreso
Internacional de Matematicas, realizado en el ano 1900, en donde afirmé: “pienso
que en cualquier lugar en donde se presenten ideas matematicas, sea en Filosoffa, sea
en Geometria, sea en Fisica, se plantea el problema de la discusién de los principios
fundamentales, base de esas ideas, y del establecimiento de un sistema simple y com-
pleto de axiomas”; y més adelante continia: “Las investigaciones sobre los principios
fundamentales de la geometria nos conducen a plantear este problema: Tratar con
base en ese modelo las ramas de la Fisica donde las Matemédticas juegan actualmente
un papel preponderante; esas ramas de la ciencia son, antes que cualesquiera otras,
el Célculo de Probabilidades y la Mecdnica”.

Una buena referencia para conocer el estado de la Teoria de la Probabilidad a prin-
cipios del siglo XX es el libro de Jules Henri Poincaré ([88]).

Lo primero que resalta en el libro de Poincaré es su primera frase: “No se puede dar
una definicién satisfactoria de la probabilidad”. En seguida enuncia la ahora llamada
definicién cldsica de probabilidad: “la probabilidad de un evento es el cociente de los
casos favorables a un evento y el nimero total de casos posibles”, aclarando mediante
algunos ejemplos que se debe agregar a dicha definicién la condicién de que todos los
casos sean igualmente probables. Comenta entonces que “la definiciéon completa de
la probabilidad es una especie de peticiéon de principio: jcémo reconocer que todos
los casos son igualmente probables? Aqui, una definicién matemédtica no es posi-
ble; deberemos, en cada aplicacién, hacer convenciones, decir que consideramos tal y
tal caso como igualmente probables. Esas convenciones no son completamente arbi-
trarias, pero escapan al espiritu del matematico que no tendrd m&s que examinarlas,
una vez que son admitidas. Asi, todo problema de probabilidad ofrece dos periodos de

Una muy buena exposicién analftica sobre la utilizacién de la Teorfa de la Probabilidad en la
Fisica Estadistica, asi como en la Mecdnica Cudntica, puede verse en [101].
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estudio: el primero, metafisico por asf decirlo, el cual legitima tal o cual convencion;
el segundo, matemadtico, que aplica a esas convenciones las reglas del cédlculo”.

Para Poincaré, el Cédlculo de Probabilidades estaba basado en dos teoremas: el de
probabilidades totales y el de probabilidades compuestas, los cuales no son otra cosa
que las reglas de la suma y del producto para dos eventos A y B:

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)
P(ANB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)

Poincaré hacia la demostracién de estos teoremas aplicando la definicién clasica de
probabilidad, asumiendo, en particular, que el total de casos posibles es finito.

Utilizando estas reglas y la definicién de probabilidad de un evento, Poincaré re-
solvié una buena cantidad de problemas, algunos del tipo de los que uno encuentra
actualmente en los textos introductorios a la Teorfa de la Probabilidad, otros mas
complicados, pero cuyas soluciones estdn basadas en los mismos métodos.

Consideraba Poincaré que hay tres tipos de problemas en la Teoria de la Probabilidad.
Dentro de la primera categorfa estan aquellos en los cuales el ntiimero de casos posibles
es finito y no sobrepasa ciertos limites, en cuyo caso, decia, se trata, en general, de
juegos de azar y de problemas simples de Cdlculo Combinatorio. Dentro de la segunda
categoria estdan aquellos en los cuales el niimero de casos posibles es finito pero se
hace muy grande, en cuyo caso se tiene inicamente una expresién aproximada de la
probabilidad mediante la Ley de los Grandes Niimeros, el Teorema de Bernoulli, etc.
Finalmente, dentro de la tercera categoria estdn aquellos en los cuales el niimero de
casos posibles es infinito, en cuyo caso las probabilidades relativas a una cantidad
x estdn determinadas por una funcién ¢, de una o varias variables, de tal manera
que la probabilidad de que x.pertenezca a una regién A estd dada por f o(x)dx.

A
Siguiendo a Poincaré, dicha funcién ¢ deberd darse al inicio del problema mediante
una convencion especial y serd, en general, una funcién continua. Los problemas que
caen dentro de esta categorfa los llamaba Poincaré de probabilidades continuas.

Como puede verse, el tratamiento de los problemas que consideraba Poincaré en los
cuales el nimero de posibles resultados es infinito obedece a un esquema geométri-
co, considerdndose en esta categoria problemas como el de la aguja de Buffon y la
paradoja de Bertrand.

Debe mencionarse sin embargo que implicitamente estaba presente una clase de pro-
blemas en los cuales el nimero de casos posibles es infinito sin ser de probabilidades
continuas. Por ejemplo Poincaré consideré el problema de los 3 jugadores:
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PrROBLEMA 1. Tres jugadores, P, Q y R, juegan partidas por parejas en cada una
de las cuales la probabilidad que cada jugador tiene de ganar es %; quien gane una
partida juega con el otro jugador hasta que uno de los jugadores gane dos partidas
consecutivas, ganando entonces el juego. Suponiendo que comienzan jugando P contra

Q, encontrar las probabilidades que cada uno tiene de ganar el juego.

Poincaré resolvié este problema aplicando las reglas de la suma y del producto, las
cuales habfa demostrado para el caso en que el niimero de posibles resultados es finito.
El razonamiento es el siguiente:

Sean A, B, C'los eventos consistentes en que P, Q y R ganen el juego respectivamente.
Sean ademds x, y, z las probabilidades condicionales, dado que P gané la primera
partida, de que P, Q y R ganen el juego respectivamente. Entonces, aplicando la
regla de la probabilidad total, se obtiene:

_ 1 1 _ 1 _ 1
r=35+t3Y, Y=3%5 =37

Por lo tanto: x =

SIS

Y= %7 z = %
Finalmente, aplicando nuevamente la regla de la probabilidad total, se tiene:
PA)=PB)=lz+iy=2

P(C)=3z+3z=4

También consideré Poincaré el problema de la ruina del jugador:

PROBLEMA 2. Dos personas A y B juegan partidas en cada una de las cuales la
primera tiene una probabilidad p de ganarla y una probabilidad 1 — p de perderla.
Inicialmente A y B tienen m y n fichas respectivamente y después de cada partida el
perdedor entrega una ficha al vencedor. Si el juego se termina en el momento en que
uno de los dos jugadores quede arruinado, calcular la probabilidad de que éste sea A
y la probabilidad de que sea B el que lo haga.

Nuevamente aplicando las reglas de la suma y del producto, Poincaré resolvié este
problema de la siguiente manera:

Sea ¢(k) la probabilidad de que B termine arruinado comenzando con k fichas, en-
tonces aplicando la regla de la probabilidad total, se obtiene:

p(k) =pp(k —1) + (1 — p)p(k + 1)

Esta es una ecuacién en diferencias finitas, con las condiciones iniciales ¢(0) = 1,
©(s) =0, en donde s = m + n.
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Resolviendo esta ecuacion, se encuentra el valor siguiente para ¢:

s=k ip—=1
@(@Z{ﬁﬁ—ﬁs P

en otro caso

en donde (8 = ﬁ.

La utilizacién de reglas demostradas para el caso en que el niimero de posibles resul-
tados es finito a problemas en donde el niimero de posibles resultados es infinito no es
algo novedoso en el libro de Poincaré, asf se hacia desde muy al principio del Célculo
de Probabilidades, siendo Christiaan Huygens el primero en hacer un razonamiento
de este tipo al plantear y resolver el siguiente problema ([59]):

PROBLEMA 3. Dos jugadores, Py Q, juegan a lanzar alternadamente un par de dados.
El juego comienza lanzando P el par de dados, con la condicion de que si obtiene una
suma iqual a 6 gana el juego, en caso contrario el juego continua lanzando @ el par
de dados, con la condicion de que si obtiene una suma igual a 7 gana el juego, en caso
contrario el juego continua lanzando P el par de dados bajo las condiciones iniciales.
¢ Cudles son las respectivas probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

El razonamiento de Huygens para resolver este problema era esencialmente? el si-
guiente:

Definamos los siguientes eventos:

A: El juego es ganado por P.

B: El juego es ganado por Q.

A;: P obtiene una suma igual a 6 en su primer lanzamiento.

E: P fracasa en su primer lanzamiento y QQ obtiene una suma igual a 7 en su primer
lanzamiento.

F: Tanto P como Q fracasan en su primer intento.
Entonces:

P(A)=P(A| A))P(A)+ P(A| E)P(E)+ P(A| F)P(F)
= P(A1) + P(A)P(F) = 35 + 3535 P(A)

P(B) = P(B | A))P(A1) + P(B | E)P(E) + P(B | F)P(F)

2Huygens no consideraba probabilidades sino esperanzas.
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= P(E)+ P(B)P(F) =325 + 33 P(B)

Asf que, P(A) =2y P(B) = 2.

61

Mis tarde, Jacques Bernoulli ([1]) resolveria este problema estableciendo una progre-
sién geométrica para la Esperanza que cada jugador tiene sobre lo que se gana en
el juego. En términos de probabilidades, el resultado de Bernoulli puede escribirse
como sigue:

En cada lanzamiento del par de dados, diremos que hay éxito si el jugador que los esta
lanzando gana el juego en ese lanzamiento. Un posible resultado para este experi-
mento aleatorio puede ser representado entonces por una sucesion finita, (F, ..., F,5),
compuesta de fracasos consecutivos seguidos de un éxito, o por una sucesién infinita,
(F,F,...), compuesta exclusivamente de fracasos. Denotemos por w, al resultado
(F,...,F,S), compuesto de n — 1 fracasos seguidos de un éxito y por p(w,) a la
probabilidad de ocurrencia de w,,. Se tiene entonces:

plwar) = (1 — p1)*(1 — p2)* 1py si n = 2k para algiin nimero natural k
plwar—1) = (1 —p)* (1 — po)*'p;  sin =2k — 1 para algin niimero natural k

en donde p;, ps son las probabilidades de obtener 6 y 7, respectivamente, al lanzar
un par de dados.

Ahora bien, considerando que P gana cuando ocurre w,, para algin n impar, mientras
que Q gana cuando ocurre w, para algin n par, se tiene:

P(A) =372 plwan-1) = 3530, (56) 1 (59) 155 = &
P(B) = 332y plwar) = 33321 (56)" (59)" 55 = &1

Bernoulli estaba estableciendo entonces que la probabilidad de que un jugador gane el
juego es igual a la suma de las probabilidades de que gane en cada uno de los posibles
turnos que tiene, los cuales son una infinidad. En otras palabras, estd implicita en el
resultado la propiedad de la aditividad numerable de la funcién de probabilidad.

Bernoulli hacfa ver la limitaciéon que tiene el método de Huygens, el cual puede apli-
carse unicamente cuando un juego consiste de una sucesion continua de tiradas y
después de cierto niimero de ellas reaparece la misma situacién que se tenfa al comen-
zar el juego, en cuyo caso, dice Bernoulli, es recomendable usarlo. Hacfa entonces
hincapié en que su método puede aplicarse atin en el caso en que cada vez se en-
cuentren “suertes” nuevas hasta el infinito. Para ejemplificar, planteé los siguientes
problemas:
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PROBLEMA 4. A y B juegan con dos dados y el primero que obtenga la suma 7 ganard
el juego. Calcular la probabilidad que cada uno tiene en el juego con cada una de las
siguientes condiciones en el orden de las tiradas:

A tira una vez, B una vez, A dos veces, B una vez, A tres veces, B una vez, etc.
A tira una vez, B una vez, A una vez, B dos veces, A una vez, B tres veces, etc.
A tira una vez, B una vez, A dos veces, B dos veces, A tres veces, B tres veces, etc.

A tira una vez, B dos veces, A tres veces, B cuatro veces, A cinco veces, B seis veces,
etc.

Bernoulli resolvié estos problemas aplicando su método, con el cual obtenfa una serie
para la probabilidad que cada jugador tiene de ganar el juego en cada una de las
situaciones planteadas.

El método de Bernoulli fue retomado un poco més adelante, en el ano 1718, por
Abraham de Moivre en su libro ([44]), sin embargo, aunque aparentemente era cono-
cido, no se utiliz6 durante el resto del siglo XVIII y todo el XIX, de manera que la
propiedad de la aditividad numerable de la funcién de probabilidad quedé relegada
en la sistematizacién de Laplace, la cual perduré hasta principios del siglo XX.

El poco interés que atrajo el método de Bernoulli puede no haber sido circunstancial,
sino que parece obedecer a la concepcién de la probabilidad que estd implicita en
su formulacién clésica, la cual estd basada en la equiprobabilidad de los diferentes
resultados de un experimento aleatorio, cuyo nimero debe entonces ser finito. De
manera que los problemas en donde se realizan repeticiones indefinidas de experi-
mentos aleatorios tinicamente pueden tratarse mediante aproximaciones a través de
sus correspondientes limites. Los problemas considerados arriba, en donde el niimero
de casos posibles es infinito sin ser de probabilidades continuas, caen dentro de esta
categoria de problemas, que no rebasan el marco cldsico. En efecto, la solucién de
Bernoulli al problema planteado por Huygens, por ejemplo, puede plantearse como
una distribucién limite considerando las probabilidades que cada jugador tiene de
ganar en los primeros 2n lanzamientos y haciendo tender luego n a co. Si llamamos
P,(A) y P,(B) a estas probabilidades se obtiene, utilizando la notacién mencionada
mds arriba:

Po(A) = 30 pwar—r) = Doy (S)F=1(59)k—1 2 = 30 [1 — (3)n(30)n]
Po(B) = >0y plwar) = 20, GG s =5 [1 - G9)m(39)"]

Veremos mads adelante que efectivamente, incluso todavia en los 20’s del siglo pasado
se daba esta interpretacién a la solucién de Bernoulli.
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El marco clasico fue rebasado en el momento en que se plantearon y
resolvieron problemas relativos a eventos cuya ocurrencia no sélo de-
pendiera de una infinidad de ensayos sino que, ademads, sus probabilidades
no pudieran ser vistas como una distribucién limite cuando el niimero de
ensayos tiende a co. Problemas de este tipo son los que plante6 Félix Edouard
Justin Emile Borel en un articulo publicado en el afio 1909, abriendo asif el camino
hacia el abandono de la formulacién clésica de la Teorfa de la Probabilidad.

7.2. Las probabilidades numerables de Emile Borel

Borel puso el dedo en la llaga sobre el problema de la aditividad numerable de la
funcién de probabilidad. En su articulo ‘ ‘Les probabilités dénombrables et leurs
applications arithmétiques”, publicado en el afio 1909 ([16]), decia Borel:

“Se distinguen generalmente, en los problemas de probabilidad, dos categorias princi-
pales, dependiendo de que el nimero de casos posibles sea finito o infinito: la primera
categoria constituye lo que se llama las probabilidades discontinuas, o probabilida-
des en el dominio del discontinuo, mientras que la segunda categoria comprende las
probabilidades continuas o probabilidades geométricas. Tal clasificacién aparece como
incompleta cuando se consideran los resultados de la Teoria de Conjuntos; entre la
potencia de los conjuntos finitos y la potencia del continuo se encuentra la potencia
de los conjuntos numerables; me propongo mostrar brevemente el interés respecto
a las cuestiones de probabilidad en cuyo enunciado intervienen tales conjuntos; las
llamaré, para abreviar, probabilidades numerables” .

En seguida clasificaba Borel los problemas de probabilidades numerables en tres ca-
tegorfas: los de primera categoria son aquellos en los cuales el nimero de resultados
de cada ensayo es finito, pero el nimero de ensayos es infinito numerable. En los
problemas de segunda categorfa, el nimero de resultados en cada ensayo constituye
una infinidad numerable, pero el nimero de ensayos es finito. Finalmente, en los
problemas de tercera categoria, tanto el nimero de resultados en cada ensayo como
el nimero de ensayos constituyen una infinidad numerable.

Las ideas esenciales que aporté Borel en su articulo estdn contenidas en el anédlisis
que hace de los problemas de primera categorfa. Por tal motivo, basta con examinar
este caso. De igual forma, es suficiente con considerar el caso en que cada ensayo
admite inicamente dos posibles resultados, los cuales serdn llamados éxito y fracaso.
Finalmente, aunque Borel no lo hacfa explicito, se asume que los ensayos son inde-
pendientes unos de otros.

Consideremos entonces una sucesién infinita numerable de ensayos independientes y
denotemos por p,, a la probabilidad de éxito en el ensayo n. El problema principal
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que atacé Borel en este caso consiste en determinar la probabilidad de que se obtenga
éxito una infinidad de veces. Para atacar este problema, Borel se planteé primero el
problema de determinar, para cada k € {0, 1,...}, la probabilidad de que se obtenga
éxito exactamente k£ veces en la sucesion infinita de ensayos. Definamos entonces los
eventos:

Ap: Se obtienen exactamente k éxitos en la infinidad de ensayos.

Como puede verse, la ocurrencia o no ocurrencia de los eventos A, depende de la in-
finidad de ensayos, de manera que sus probabilidades no pueden obtenerse de manera
directa con las reglas que se aplican en el caso finito.

En general, para encontrar la probabilidad de un evento, cuya ocurrencia o no ocu-
rrencia depende de la infinidad de ensayos, Borel resolvia el mismo problema pero
asumiendo que el nimero de ensayos es n, después de lo cual hacia tender n a infinito.
Para seguir este método, definamos, para cada k € {0,1,...} y n € N, el evento:

A}: Se producen exactamente k éxitos en los primeros n ensayos.

Para simplificar el anélisis asumiremos que 0 < p, < 1 para cualquier n. Por otra
parte, antes de entrar propiamente a los cédlculos de Borel, conviene analizar las dos
situaciones bajo las cuales se realizan.

. 0
ler. caso: la serie > >~ | p, es convergente.
En este caso, por el teorema del valor medio, se tiene, para cada z € [0,1):

In(l —z) = en donde 0 € (0,1)

__Z
1-0x’

En particular, para cada n € N, se tiene:

In(1 - p,) = =5~ en donde 0,, € (0,1)
Pero, como lim,,.... p, = 0, existe N € N tal que p, < % para cualquier n > N.
Asi que, para cualquier n > N L_ < 2. Por lo tanto, In(1 — p,) > —2p, , es

’ 1_9np'n,
. _2 . . n
decir, 1 — p, > e *P». De manera que, si definimos a,, = [] i1

> Aye 22i=NPi en donde Ay = Hj\;l(l —p;) > 0. Asf que:

(1 — pj), entonces

, , oy 9y
1My o0 @ > Ay o € 220=NPi = Ape 220=NPi > ()

o Pn
n=N 1—pn

Ademads, como también se tiene # < 2 para cualquier n > N, entonces )
n

o Pn
n= 1 1 —Pn

2> x Dn, asi que también la serie ) es convergente.

Por otra parte, 1 + 1% = # para cualquier n, de manera que:
n n
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lim,, o0 H?:1(1 + 2

Dj

_ no_1 1
) - hmn“’“’oo Hj:1 1-p; — liMpw oo an
20. caso: la serie >~ p, es divergente.

Nuevamente, por el teorema del valor medio, se tiene, para cada = € [0,1):

In(l —2z) = en donde 0 € (0,1)

T
1-0z’

De manera que, para cualquier z € [0,1), In(1 — z) < —=z, es decir, 1 —z < e™".

En particular, [[7_, (1 —p;) <e” i=1Pnasf que im0 [[;_, (1 =p;)=0.

o Pn
n=1 1—pn

Ademds, como también se tiene > > > | Pn, entonces también la serie

o0 Pn .
> one1 105 es divergente.

En este caso, para simplificar ain maés el andlisis asumiremos que existen nimeros
reales r y s tales que 0 < r < p, < s < 1 para cualquier n. Entonces:

(=) <[ (U =py) X 5 < o5 —7)"
Asf que lim,.oo [T} (1 = pj) D05, lf;j =0.

En resumen, se tiene el siguiente resultado:

LEMA 7.7. Sea {p,} una sucesion de nimeros reales en el intervalo [0,1), supongamos
que existen nimeros reales v y s tales que 0 < r < p, < s < 1 para cualquier n € N
y, para cada n € N, definamos u,, = 1’;—’;.

(i) Sila serie Y 7, pn es convergente, entonces a = lim,.. [[j_,(1 —p;) > 0,

la serie ) 7 ) uy, es convergente y limy,..oo [[7_, (1 +u;) = I
(i) Si la serie Y ", pn es divergente, entonces limy..o [Tj_,(1 —p;) = 0, la

serie Y " | U, es divergente y limy..oo [T7_, (1 —p;) D27 u; = 0.

Siguiendo a Borel, pasemos ahora a calcular las probabilidades de los eventos Ay.

Para calcular P(Ap) se requiere calcular primero P(Af) para cualquier n. Esto no re-
presenta ninguna dificultad, como el mismo Borel lo mencionaba: “los principios clési-
cos permiten definir y calcular la probabilidad de que el caso favorable no se presente
en los primeros n ensayos”. En efecto, P(Af) se obtiene inmediatamente aplicando
el principio de las probabilidades compuestas, obteniéndose P(Ag) = [[;_,(1 — p;).

En el caso en que la serie Y > | p,, es convergente, el producto H?Zl (1—p;) converge a
un valor a > 0 cuando n ~~ oo . Dice Borel que entonces se puede escribir P(Ag) = a,
presentando la siguiente justificacién: “se constata que, cuando n crece, no solamente
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esta probabilidad (la de P(Af)) varfa muy poco de una manera absoluta, sino que
varfa también muy poco de una manera relativa, es decir que sus variaciones son
una fraccién muy pequena de su valor. Se puede entonces, habiendo asignado un
valor a la precisién relativa que se dese alcanzar, estar seguro de que esta precisién se
alcanza efectivamente al cabo de cierto nimero de ensayos, quizd muy grande, pero
asignable: el limite que hemos efectuado no presenta entonces ninguna dificultad y
estd completamente justificado”.

En el caso en que la serie >~ | p, es divergente, el producto H?:l(l —pj) converge a
0 cuando n ~ co. Decia Borel que también en este caso se puede escribir P(Ag) = 0,
pero haciendo la siguiente aclaracién: “hay, en efecto, una verdadera discontinuidad
entre una probabilidad infinitamente pequena, es decir una probabilidad variable que
tiende hacia cero, y una probabilidad igual a 0. En efecto, por pequena que sea
la probabilidad del caso favorable, éste es posible; mientras que es imposible si la
probabilidad es nula. Tales son al menos los resultados clésicos en la teoria de las
probabilidades discontinuas; se sabe que no es lo mismo en la teorfa de las proba-
bilidades continuas: la probabilidad de que un nimero tomado al azar sea racional
es nula; eso no quiere decir que no haya niimeros racionales. Asf serd también en la
teorfa de las probabilidades numerables: probabilidad nula no deberd ser considerada
como el equivalente de imposibilidad. Estando esto bien entendido, ya no hay incon-
veniente para decir que, en el caso divergente, P(Ay) es nula; pero no debera perderse
de vista que ese lenguaje no significa otra cosa que esto: la probabilidad para que el
caso favorable no se produzca tiende hacia cero cuando el mimero de ensayos aumenta
indefinidamente”.

Este comentario de Borel deja ver que para él la probabilidad P(Ag) en el caso
divergente no era una verdadera probabilidad, sino tinicamente un limite.

Para calcular P(A;) consideraba Borel los eventos:

C;: Se produce éxito exclusivamente en el ensayo j.

Entonces:

P(C;) = (1 =p1)--- (L= pi—)pi(1 = pjs) - = w; [ [724 (1 = py)

. . o0 . .
De manera que, si la serie Y " p, es convergente, P(C;) = au;, mientras que si la
serie Y >° | p, es divergente, entonces P(C;) = 0.

En el caso convergente, decia Borel que mediante una justificacién similar a la que hace
para escribir P(Ag) = a, el principio de las probabilidades totales permite escribir:

P(A) = Z;il P(C)) = aZ}'il U
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Obsérvese que la expresion P(A;) = 377, P(C}) expresa la propiedad de o-aditividad.
Sin embargo, Borel no estaba asumiendo aqui su validez, sino que obtenia la expresién
P(Ay) = a3 2, u; con otro método. La justificacion la desarrollé Borel tinicamente
para el caso divergente, pero se puede aplicar en los dos casos. En efecto, definamos
los eventos:

C7: En los primeros n ensayos, se produce éxito exclusivamente en el ensayo j.

Entonces:

PAY) =37 P(CH) =30 (1 —=p1) - (1 = pj1)pj(L = pjya) - (1 = pa)

= Z?:l uj(L=p1)---(1—pn) = H?:l(l —pj) Z?:l Uj

Asi que, como lim,,..qo P(A}) = limyeoo [T (1 = pj) D7 w5 = a2 u; > 0,
entonces, siguiendo a Borel, no existe dificultad para escribir:

P(Ay) = limy.0o P(A}) = a )22 u;

Consideraba Borel que la extensién de la iltima férmula al caso divergente requiere
precaucion pues el limite lim,, . o H?zl(l —pj) 2?21 u; queda como un producto 0- oo,
el cual estd indeterminado. Decia también que se puede analizar el problema con-
siderando que P(C}) = 0 para cualquier j y entonces, tomando P(A;) =372, P(C}),
se concluirfa que P(A;) = 0. Sin embargo, recordando que probabilidad nula no sig-
nifica imposibilidad, agregaba que no se puede concluir sin precaucién que P(A;) = 0.

Obsérvese que aqui Borel estaba diciendo, implicitamente, que la propiedad de o-
aditividad podria no ser valida.

Preferfa entonces calcular P(A") como hicimos antes en el caso convergente, obtenién-
dose:

P(AY) = TIm (X = pi) X5
De manera que:
P(Ay) = limy.oo P(A}) = limye o0 [ [, (1 = pj) 25, w5 =0

De manera similar se encuentra que, en el caso convergente, P(Ay) = a (i ey} Willjs
mientras que en el caso divergente, P(As) = 0.

En general se obtiene, para cualquier k € N, P(A;) = aZ{(jl,...,jk)eC(k)} Ujy -+ - Uj, €0
el caso convergente y P(Ay) = 0 en el caso divergente, en donde C(k) representa al
conjunto de todas las posibles combinaciones de k£ nimeros naturales.
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Recuérdese aqui que para Borel P(Ay) = 0 significa tinicamente que la probabilidad
de que se produzcan exactamente k éxitos tiende hacia cero cuando el nimero de
ensayos aumenta indefinidamente. Sin embargo, en lo que sigue trataba a P(Ay)
como una verdadera probabilidad.

Para atacar el problema principal que se planteé Borel, definamos el evento:

Ao: Se obtiene éxito una infinidad de veces.

En el caso convergente, escribié Borel:

P(Ax) =1=3 020 P(Ax) = 1—a(1+> w4+ ujuj+-- - ) = 1—a(l—uq) (1—ug) - - -
— 1 a2 (1 4+ ) =0

En el caso divergente, Borel se rehusaba a argumentar de la misma manera, en cuyo
caso se tendria P(Ay) =1—> 7, P(4;) =1

Borel estaba rechazando aqui la propiedad de o-aditividad.
El razonamiento de Borel era el siguiente:

“Siendo nula cada una de las probabilidades P(Ay), se puede deducir que su suma
también lo es y que por consiguiente P(As) es igual a la unidad. El resultado es
exacto, pero el razonamiento precedente carece de rigor por las razones ya indicadas.
Por otra parte, es claro que no se puede buscar aqui la probabilidad de que el caso
favorable se produzca una infinidad de veces en n ensayos y enseguida hacer crecer
n indefinidamente; por lo tanto se razonard como sigue: eligiendo un nimero fijo
m, se buscard la probabilidad de que el caso favorable se produzca mds de m veces
en n ensayos y se calculard el limite hacia el cual tiende esta probabilidad cuando n
aumenta indefinidamente; omito aquif el sencillo cdlculo, cuyo resultado es el siguiente:
este limite es la unidad cualquiera que sea el nimero fijo m; eso significa que se puede
apostar con ventaja una cantidad tan grande como se quiera contra 1 franco a que
el nimero de casos favorables serd superior a un nidmero fijo dado cualquiera m; es
precisamente la significaciéon de este enunciado: la probabilidad P(Ay) es igual a
uno”.

Para precisar el argumento de Borel, definamos los eventos:
D,,: Se producen més de m éxitos en la sucesién infinita de ensayos.
D : Se producen més de m éxitos en los primeros n ensayos.

Tanto en el caso convergente como en el divergente, se tiene:
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P(Dy,) =1 —[P(Ag) + -+ P(A7)]
Asi que:
P(D,,) = limy..co P(D}) =1 —[P(Ao) +---+ P(A4,)]
Por lo tanto:

0 si > 2 pj<oo
1osi 37 pj=00

Obsérvese que en el caso divergente se tiene P(D,,) = lim,.... P(D}}) = 1, de ma-
nera que siendo consecuentes con el planteamiento de Borel, ésta no es una ver-
dadera probabilidad, sino tinicamente un limite, sin embargo en la expresiéon P(A.,) =
lim,,..o P(D,,), Borel tomaba P(D,,) como una verdadera probabilidad, lo cual, lim-
itdndonos al tipo de argumentos que da Borel, no es justificable de ninguna manera
pues la probabilidad P(As) no puede expresarse como un limite cuando el nimero
de ensayos aumenta indefinidamente.

P(As) = limypeoe P(Dyy) = {

En resumen, definiendo los eventos:

Ag: Se obtienen exactamente k éxitos en la infinidad de ensayos.
A}: Se producen exactamente k éxitos en los primeros n ensayos.
D,,: Se producen méas de m éxitos en la sucesién infinita de ensayos.
D7 . Se producen mds de m éxitos en los primeros n ensayos.

Ao: Se obtiene éxito una infinidad de veces.

Borel obtuvo los siguientes resultados:

P(Ay) = limy.ce P(A7) = { gz{m,...mw(k)} e %anp o
j=1Dj

P(Dy,) = limy.0o P(D) =1 — [P(Ag) + -+ -+ P(A)]

0 si > 2 pj<oo

L si Z]Oil bj =0

En realidad P(Ay) (k €{0,1,...}), P(D,,) (m € N) y P(Ay) se obtienen asumiendo
una propiedad de continuidad de la funcién de probabilidad. En efecto, supongamos
que la funcién de probabilidad tiene las siguientes propiedades:

P(As) = limype.co P(Dyn) = {
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(i) P(U,—, Bn) = lim,..oc P(B,) para cualquier sucesién creciente de eventos

{Bn}.

(i) P(N,2, Cpn) = lim,,..o P(C,,) para cualquier sucesién decreciente de eventos

{Ch}-

Entonces, se tiene:
Ay = ﬂle Ep = Uiozl Ey
endonde B} =J_ APy F' = _, AL

Ahora bien, fijando k, la sucesién { E}'} es decreciente, mientras que la sucesion {F}'}
es creciente. Asf que:

P(Ay) = limy,..o. P(ED)
P(A) = limy,.. P(F?)

Ademds, P(E}) = P(U,,_, A7) = P(A}) y P(F}) = P((,_, A7) < P(A}) para
cualquier n € N, asf que:

P(Ag) = limy.oo P(E}) > limsup,,..,, P(A})

P(Ay) = limy..oo P(F}) < liminf,..., P(A})

Por lo tanto:

P(Ag) <liminf,... P(A}) < limsup,,.. P(A}) < P(Ax)

Asi que la sucesion {P(A})}, oy es convergente y P(Ay) = limy,..o P(A}).
Por otra parte:

Dy = Uiil Dy,

Ao = ﬂfrle D,

Ademsds, la sucesién {D,,} es decreciente, mientras que, fijando m, la sucesién {D;, }
es creciente. Asi que:

P(Dy,) = lfmy,..oo P(D1)
P(As) = lfmye.co P(Dyn)

Obsérvese que las relaciones P(Ay) = lim,..oo P(A}) v P(D,,) = lim,...o P(D}})
difieren de la relacién P(Ay) = limpy,.00 P(D,,) en un aspecto fundamentalmente



7.2. LAS PROBABILIDADES NUMERABLES DE EMILE BOREL 319

importante. Las dos primeras se refieren a la continuidad de la funcién de probabilidad
cuando el nimero de ensayos tiende a infinito. En cambio, la tltima relacién se refiere
a la continuidad de la funcién de probabilidad en el marco de la sucesién infinita de
ensayos. De manera que es bdasicamente ésta la inica que rebasa el marco de la
formulacion clésica de la Teorfa de la Probabilidad.

Los planteamientos de Borel dejan ver que para él la o-aditividad no era una propiedad
de la funcién de probabilidad que pueda considerarse como véalida en general. Es
posible que ya desde la escritura de su articulo en 1909 Borel tuviera en mente el
siguiente ejemplo, el cual cita en su libro, “Applications a I’Arithmétique et a la
Théorie des Fonctions”, publicado en 1926 ([18]) y en donde la o-aditividad no se
cumple: “Supongamos, por ejemplo, que existe una manera de elegir de entre la
coleccién infinita de niimeros enteros, uno de ellos al azar, de manera que cada uno
de ellos tenga la misma probabilidad, esta probabilidad debera entonces ser nula, pero
su suma debe ser igual a 1”.

Por otra parte al asumir como vélidas las relaciones P(A;) = lim,..o P(A}) ¥
P(D,,) = lim,,..o, P(D!") en el caso convergente y la relacion P(Ay) = lim,,...o P(Dpy,)
en los dos casos, Borel estaba asumiendo implicitamente la validez de la propiedad
de continuidad de la funcién de probabilidad mencionada antes.

Ahora bien, actualmente es bien sabido (aunque atin no lo era cuando Borel escribi su
articulo) que tal propiedad de continuidad es equivalente a la o-aditividad. De manera
que los resultados de Borel asumen implicitamente que la funcién de probabilidad
es una funcién o-aditiva, es decir, una medida. De esta forma, los resultados de
Borel conducen al reencuentro (paradéjicamente rechazandola) con la propiedad de
aditividad numerable de la funcién de probabilidad.

Todavia en su libro “Principios y férmulas clédsicas del Célculo de Probabilidades”,
publicado en 1925 ([14]), el analisis de Borel sobre los problemas de probabilidades
numerables es practicamente el mismo que el realizado en su articulo de 1909, no
aceptando la o-aditividad como una propiedad general de la funcié de probabilidad.
En ese libro incluso consideré el problema de los tres jugadores (problema 1), re-
solviéndolo primero con el mismo método que utilizé Poincaré en su libro, es decir
aplicando las reglas de la suma (principio de las probabilidades totales) y del producto
(principio de las probabilidades compuestas), obteniendo asf P(A) = P(B) = & y
P(C) = %, en donde A, B y C son los eventos consistentes en que P, Q y R ga-
nen el juego respectivamente, en donde a su vez P, Q y R son los tres jugadores y
se supone que se inicia el juego compitiendo P contra Q). Aclara en seguida que las
probabilidades encontradas no son cocientes entre el nimero de casos favorables y
nimero de casos posibles sino sumas de progresiones geométricas, las cuales obtiene

de la siguiente manera:
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Considerando tnicamente las primeras 3n partidas, el jugador P unicamente puede
ganar el juego en las partidas de rango 2,4,5,7,...,3n — 2,3n — 1, de manera que la
probabilidad, p,(A), de que P gane el juego en algunas de las primeras 3n partidas
estd dada por:

Pa(A) =g+t g+ o+ gt g

1—— L _
_ 1 3 1 1 1 _ 1 3 3n—3
=itx(ltmtzt T =1t5

2578 —
1-%

~o

1
PR

Rl

De la misma manera, la probabilidad, p,(B), de que Q gane el juego en algunas de las
primeras 3n partidas estd dada por la misma expresién, mientras que la probabilidad,
pn(C), de que R lo gane estd dada por:

PmC)=2(+x+m+ +z)

=11+ L+ 54+ ) :%11—2§n —2_ 21
De manera que:

P(B) = P(A) = im0 pn(A4) = 2
P(C) = limy.o0 pu(C) = 2

Continuaba Borel diciendo que, de acuerdo a los calculos anteriores, la probabilidad
¢ de que el juego no se termine en las primeras 3n partidas estd dada por:

¢ =1—2p,(A) — pa(C) = %23% + %23% - 23_1}717
asf que la probabilidad ¢, de que el juego no se termine nunca, es nula.

Remarcaba entonces que “decir que la probabilidad de que el juego no se detendra
nunca es nula expresa que 23,n—1_1 tiende hacia cero cuando n aumenta indefinidamente”.

Este comentario de Borel deja ver que, como en los problemas de probabilidades
numerables, P(A), P(B), P(C) y ¢« no son para ¢l verdaderas probabilidades sino
unicamente limites.

En su formulacién moderna, los resultados de Borel se resumen en los siguientes dos
lemas:

LEMA 7.8 (Lema de Borel Cantelli-l1a. parte). Sea Ay, Ay, ... una sucesion de
eventos tales que Y - P (A,) < 0o y sea:

A={weQ:we A, para una infinidad de valores de n}
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Entonces P(A) = 0.

Demostracion

Para cada m € N, sea B,, = Uzozm A,,. Entonces la sucesién de eventos B,, es

mondétona decreciente y A = (" ~_, By, asi que:

P(A) = P|N>_, By =limy,.co P [By)

m=1

Pero, P<Bm) = P(Uzo:m An) < Zzo:m P(An)
Por lo tanto, P(A) < limy.c0 D e, P(A,) = 0.

LEMA 7.9 (Lema de Borel Cantelli-2a. parte). Sea Ay, Ay, ... una sucesion de
eventos independientes tales que Y - | P (A,) = oo y sea:

A={we:we A, para una infinidad de valores de n}

entonces P(A) = 1.

Demostracion

Para cada m € N, sea B,, = [—, AS5. Entonces la sucesién de eventos B, es

mondétona creciente y A° = J~_, B, asi que:

P(A¢) = P[U_, By = limypoo P [Bu

m=1

Pero, B, C ("% A¢ para cualquier k € N, asi que, P(B,,) < [["F[1 — P(A,)]
para cualquier £ € N. Por lo tanto:

P(By) < limpoo [[75 1 = P(A,)] =0

Se concluye entonces que P(A) =1 — P(A°) = 1.

7.2.1. Teorema de Borel sobre los nimeros normales. El articulo de Borel
causé un gran impacto en su época sobre todo por una aplicacién de sus resultados
para deducir una propiedad importante de los nimeros reales, la cual se expone en
esta parte.

Si ¢ es un nimero natural mayor que 1, llamemos una fraccién decimal de base ¢ a
una expresién de la forma > 7 j=1 gr» en donde cada b; es un entero no negativo menor
que ¢. Supongamos ademds que:
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(i) Cada numero b; se elige de tal manera que la probabilidad de que tome cada
uno de los valores 0,...,q¢ — 1 es igual a %.
(ii) Las elecciones de los nimeros b; son independientes unas de otras.

Dado un nimero b € {0,...,¢ — 1} y una fraccién decimal x = Z;; %, se define la
frecuencia de b en z hasta el rango n, f,(b), como el cociente que resulta de dividir
el nimero de veces que aparece b en los primeros n términos de x entre n. Cuando
limy,.00 fn(b) existe, se dird que la frecuencia total de b en z existe y que su valor es
igual a ese limite.

o b
j=1 g
la base ¢ si dado cualquier numero b € {0,...,q — 1}, la frecuencia total de b en =
existe y su valor es igual a %.

Se dice que la fraccién decimal x = ) es simplemente normal con respecto a

Borel demostré entonces que la probabilidad de que un nimero x = Z;;Z_? sea
simplemente normal con respecto a la base ¢ es igual a 1. Para la base ¢ = 2, su
demostracion es como sigue:

La formacién de un niimero z = 3 ™%, g—; se puede realizar efectuando una sucesién
de ensayos independientes en cada uno de los cuales la probabilidad de obtener éxito
es igual a la de obtener fracaso, es decir %, de tal manera que cuando en el ensayo
J se obtiene éxito se define b; = 0, mientras que cuando se obtiene fracaso se define

b; = 1. Para cada n € N, definamos:
S,: nimero de éxitos hasta el ensayo n.

R,: niimero de fracasos hasta el ensayo n.

B, =[S - 3] > Y22 ]

Entonces, aplicando el teorema de de Moivre-Laplace, se puede demostrar que
Y>> P(B,) < .

Si B = {!Sn — g‘ > \/ﬁ\/lg” para una infinidad de valores de n}, entonces se tiene,

por el resultado de Borel, P(B) = 0.

3R] argumento de Borel no es totalmente correcto pues para probar P(B) = 1, asume que los
eventos B, son independientes, lo cual no es cierto en este caso. Sin embargo, se puede aplicar el
lema 7.8, el cual no requiere de la hipétesis de independencia.
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Por lo tanto, con probabilidad 1, }Sn — %! < Ynlon partir de un cierto valor de n.

V2

. . . n __ y/nlnn n vnlnn n _ +/nlnn

Asf que, a partir de ese valor, se tiene 7 7 < Sp < 5+ Yo Ys - Ya <
n vnlnn . .

R, < 5+ 73 lo cual implica:
n_ y/nlnn Q_,’_\/Hlnn
2 V2 S 2 V2
ﬁ+\/ﬁlnn — R, — n _+nlnn
2 V2 2 V2
Es decir:
_\/ﬁlnn V2lnn
- < Sn & A,
1+\/§lnn — Rn — 1_\/§lnn

vn vn

Asi que, P |lim,.. o g—z = 1] =1, lo cual implica el resultado.

7.3. Surgimiento de la Teoria de la Medida

Con el objeto de ubicar el paralelismo que se da entre el desarrollo de la Teorfa
de la Medida y la Teorfa de la Probabilidad a principios del siglo XX, se expone a
continuacion la manera en que surgié la Teorfa de la Medida.

7.3.1. La integral de Cauchy. Aunque los conceptos de contenido o de medida
de un conjunto pueden pensarse como una extensién de los conceptos de longitud,
drea, volumen, etc., en realidad, histéricamente, surgieron de la Teorfa de Integracién.

La definicién analitica de la integral de una funcién fue formulada por vez primera
por Augustin-Louis Cauchy en el ano 1823 ([30]). En ese trabajo, Cauchy definié el
concepto de continuidad bésicamente como se conoce actualmente:

Una funcién definida en un intervalo es continua si para cada x en el intervalo el valor
numérico de la diferencia f(z + o) — f(z) decrece indefinidamente con o.

Ademis, formul6 la definicién analitica de la integral de una funcién continua, demostrando
su existencia:

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces las sumas:
S =2 ko1 f (@) (2 — 2p1),

correspondientes a particiones P = {a = 9 < -+ < x, = b} tienden a un limite
cuando los elementos xp — x;_1 se hacen infinitamente pequenos; a ese limite se le

llama la integral definida de f y se le denota por fj f(z)dz. Se obtiene el mismo limite
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si se consideran sumas de la forma S = Y7, f [zx—1 + Ox(@r — 21)] (x — T_1), en
donde 0 < 6, < 1.

Demostré ademds que si f es una funcién continua y F(z) = [ f(y)dy, entonces

F'(x0) = f(x0)-

La integral asi definida es conocida actualmente como la integral de Riemann y no
como la integral de Cauchy. La razén de esto parece justa pues es el trabajo de
Georg Friedrich Bernhard Riemann, publicado en el ano 1867, el que dié la pauta
para desarrollar una Teorfa de Integracion, la cual a su vez llevaria méas tarde a una
Teorfa del Contenido y finalmente a la moderna Teorfa de la Medida.

En trabajos posteriores, Cauchy consideré funciones discontinuas haciendo la aclaracién
siguiente:

“es necesario observar que las funciones discontinuas introducidas en el Célculo dejan
de ser continuas lnicamente para algunos valores de las variables”

Para este tipo de funciones discontinuas extendié el concepto de integral de la siguiente
manera:

Si una funcién es continua en un intervalo [a,b], excepto en un punto ¢, en una
vecindad del cual f puede ser acotada o no, se puede definir la integral de f como el
limite:

lim [ / oy / ih f(:v)d:c]

Entre 1822 y 1825, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet extendié el trabajo de
Cauchy considerando funciones que admiten un nimero finito de discontinuidades.
Conjetur6é més adelante (1829) que los métodos de Cauchy, incluyendo la existencia de
la integral, se pueden extender a todas las funciones que tengan la siguiente propiedad:

cuando éste existe.

Suponiendo que f estd definida en un intervalo [a, b], dadas dos cantidades arbitrarias
u y v en ese intervalo, es posible encontrar otras dos cantidades r y s entre v y v tales
que la funcién f es continua en el intervalo [r, s|.

Es decir, utilizando la terminologia moderna, el conjunto de puntos en donde la
funcion es discontinua debe ser denso en ninguna parte.

En 1864, Rudolf Otto Sigismund Lipschitz ([77]) “demostrd” la conjetura de Dirichlet.
Para esto daba por hecho que la condicién de Dirichlet implica que el conjunto de
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puntos de acumulacién del conjunto de discontinuidades de f debe de ser finito. En
otras palabras, asumia que la condicién de Dirichlet implica que las discontinuidades
de f se acumulan alrededor de un nimero finito de puntos.

Si f es discontinua tnicamente en un nimero finito de puntos y ¢ es un punto en
donde f es discontinua, Lipschitz definfa:

f; f(x)dz = lim...g :f;_a f(x)dz + beJrE f(x)dx

Si ¢ es un punto de acumulacién del conjunto de discontinuidades de f, definfa:

ff f(x)dz = lim...q :fac_a f(x)dz + fcbﬁ f(x)dx

La identificacién que hacia Lipschitz de los conjuntos densos en ninguna parte con los
conjuntos que tienen un ntimero finito de puntos de acumulacién es errénea. En efecto,
si un conjunto no es denso en ninguna parte entonces existe un intervalo en el cual es
denso y, por lo tanto, todos los puntos de ese intervalo son puntos de acumulacién del
conjunto, es decir, si un conjunto no es denso en ninguna parte entonces el conjunto
de sus puntos de acumulacién es infinito. Sin embargo, el inverso de este resultado
no es valido; en efecto, para cada n € N, consideremos una sucesiéon decreciente de
puntos aislados del intervalo (%, ﬁ) que converja a x, = % El conjunto asf formado

es denso en ninguna parte pero tiene una infinidad de puntos de acumulacién.

Durante un tiempo prevalecié esta idea errénea, segin la cual los conjuntos despre-
ciables para la Teorfa de la Integracién son los conjuntos densos en ninguna parte, los
cuales a su vez, también erréneamente, eran identificados con aquellos cuyo conjunto
de puntos de acumulacién es finito.

Los trabajos sobre el concepto de integral previos al de Riemann muestran que lo que
se buscaba era extender la definicién de la integral a funciones tan discontinuas como
fuera posible. La definicién analitica de la integral no era la misma para las funciones
continuas que para las discontinuas.

7.3.2. La integral de Riemann. Georg Friedrich Bernhard Riemann, en un
articulo, elaborado en 1854 y publicado por Julius Wihelm Richard Dedekind en
1867 ([91]), cambi6 el enfoque para atacar el problema de la integracién de funciones.
Como lo mencionamos antes, antes de él se trataba de extender la definicién de la
integral a funciones que tuvieran tantas discontinuidades como fuera posible. Para
Riemann, la integral de cualquier funcién acotada definida en un intervalo cerrado
debfa definirse esencialmente como lo hizo Cauchy para las funciones continuas:
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Consideremos una particién z, ..., x, del intervalo [a,b] y definamos §; = x5 —
Zk_1; si, independientemente de como se elijan las cantidades ¢, € [0, 1], las sumas
> p O f (k1 +€x0y) tienden a un limite cuando todas las cantidades 0 = x5 —z5—1

tienden a cero, a ese limite se le llama el valor de la integral definida ff f(z)dz.

Aclaraba Riemann que cuando el limite de tales sumas no existe entonces la notacién
fab f(z)dz carece de significado.

Una vez establecida la definicién, Riemann se plante6 el problema de caracterizar a
aquellas funciones para las cuales el limite que define la integral existe:

“Busquemos ahora la extensién y el limite de la definicién precedente y hagdmonos
esta pregunta: jen qué casos una funcion es susceptible de integracién?, jen qué casos
no lo es?”

Establecié dos criterios, ambos basados en el concepto de oscilacién de una funcién
en un intervalo.

DEFINICION 7.10 (Oscilacién de una funcién en un intervalo). Sea f : [a,b] — R
una funcion acotada. La diferencia:

sup {f(z):x € [xgp_1,2%|} —Inf {f(x): 2 € [xp_1, 2]}

es llamada la oscilacion de f en el intervalo [a,b].

Criterio R;

Sea Dy, la oscilacién de f en el intervalo [x;_1, x|, entonces:
f es integrable si y sélosi  lim Z D6, =0

Este criterio, conocido simplemente como el criterio de Riemann, se formula y de-
muestra actualmente en casi cualquier libro de Anélisis Matemético.

Criterio R,

Dada o > 0 y una particién P, sea A\(P,0) la suma de las longitudes de los subinter-
valos de la particion en los cuales la oscilacion de la funcién es mayor que o, entonces:

f es integrable si y sélo si ll}l)i”nlo)\(P, 0)=0 Vo>0
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en donde || P|| es la norma de P.

Este criterio se sigue del criterio R; y las siguientes desigualdades:
oN(P,0) <>, Doy, < DX(P,0) + (b—a)o

en donde Dy es la oscilacién de f en el intervalo [zy_1,2x] y D la oscilacién de f en
el intervalo [a, b].

El criterio Ry permitié a Riemann dar un ejemplo de una funcién integrable con un
conjunto denso de discontinuidades:

Sea M = {%, %, . } y, para x € [0,00), definamos:

(x):{o siz e M

x—m(x) sic ¢ M
en donde m(z) es el nimero entero més cercano a z.

Riemann definié entonces la funcién f : [0, 1] — R de la siguiente manera:
) kx
fla) =33,

Se puede demostrar que esta funcién es discontinua en todos los puntos x de la forma
r = 4+, en donde m y n son dos mimeros naturales tales que m y 2n son primos entre
si. Ademds f satisface el criterio Ry de Riemann y, por lo tanto, es integrable.

7.3.3. De la Teoria de Integracién a la Teoria del Contenido. Atin después
de conocerse el trabajo de Riemann se siguié pensando que si el conjunto de puntos
de discontinuidad de una funcién es denso en ninguna parte, entonces la funcién es
integrable, es decir se pensaba que la condicién de Dirichlet es més restrictiva que la
de Riemann.

Hermann Hankel, discipulo de Riemann, introdujo en 1870 ([53] ) el concepto de
oscilacién de una funcién en un punto y reformulé el criterio de Riemann en los
siguientes términos:

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y = € (a,b). Sea (,,) una sucesién de intervalos
cerrados encajados que contengan a x como punto interior y tales que NI, = {z};
denotemos por O,, a la oscilacién de f en el intervalo I,,; entonces el lim O,, existe y
es independiente de la sucesién particular de intervalos encajados con las propiedades
dadas antes. A ese limite se le llama la oscilacién de la funcién f en el punto x.
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Demostré entonces, erréneamente, que una funcién es integrable si y sélo si para
cualquier € > 0 el conjunto de puntos en donde la oscilacién de la funcién es mayor
que ¢ es denso en ninguna parte.

Durante varios anos prevalecié la bisqueda de la caracterizacién de las funciones
integrables con base en la pequenez topoldgica del conjunto de sus discontinuidades y,
en esta bisqueda, se puede observar la confusiéon que existia respecto a los diferentes
conceptos de pequenez que podian definirse. Alrededor del ano 1873 tal confusién
radicaba basicamente en la idea de que un conjunto es denso en ninguna parte si y
sélo si es de primera especie.

Si A C R, se denota por A1) al conjunto de puntos de acumulacién de A, por A%
al conjunto de puntos de acumulacién de AWM, etc... Al conjunto A™ se le llama
el enésimo conjunto derivado de A. Se dice que un conjunto A C R es de primera
especie si A™ es finito para alguna n.

En 1873 era ya bien conocido que un conjunto acotado de primera especie es denso
en ninguna parte: si un conjunto es denso en algiin intervalo, entonces el conjunto de
sus puntos de acumulaciéon también lo es; de manera que ese conjunto no puede ser
de primera especie

Sin embargo, se pensaba que los conjuntos de primera especie agotaban las posibi-
lidades de los conjuntos densos en ninguna parte. La confusién terminé cuando se
inventaron métodos para construir conjuntos densos en ninguna parte.

Paul David Gustav du Bois-Reymond dio en 1880 un ejemplo de un conjunto denso
en ninguna parte que no es de primera especie:

Sea I, una sucesién de intervalos ajenos cuyos puntos extremos convergen al punto

P.
En el interior de I,, definamos un conjunto @),, de orden n y sea @ = J,, Qn.

() es un conjunto denso en ninguna parte pues cada conjunto @), lo es y éstos se
encuentran en intervalos ajenos.

Por otra parte, P € Q" para toda n, por lo tanto, () no es de primera especie.

Otro método de construccién de conjuntos densos en ninguna parte fue desarrollado de
manera independiente por Henry John Stephen Smith en 1875 ([93]), Vito Volterra
en 1881 ([97], [98]) y Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor durante el periodo
1879-1884 ([23], [24], [25], [26], [27]). Este método es el que se utiliza actualmente
para definir el conjunto de Cantor, el cual es un ejemplo de un conjunto denso en
ninguna parte que no es de primera especie.
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Definamos:

Fy =10,1]

En general, si ya tenemos definido el conjunto F),, éste consta de una unién de 2"
intervalos cerrados ajenos. El conjunto F), ,; se construye entonces partiendo cada
uno de esos intervalos en 3 intervalos de la misma longitud y eliminando el intervalo
central abierto.

F = NF, es llamado el conjunto de Cantor y tiene las siguientes propiedades:

e Es un conjunto denso en ninguna parte.
e F = F™ para toda n, por lo tanto, no es de primera especie.

Durante este periodo emergié una nueva clase de conjuntos, los de contenido cero:

DEFINICION 7.11 (Conjuntos de contenido cero). Se dice que un conjunto tiene
contenido cero si, para cualquier e > 0, existe una familia finita de intervalos abiertos
que cubren al conjunto y tales que la suma de sus longitudes es menor que .

Se pudo demostrar ademds que esta nueva clase de conjuntos se ubica entre las otras
dos que hemos mencionado, es decir, todo conjunto acotado de primera especie tiene
contenido cero y a su vez todo conjunto de contenido cero es denso en ninguna parte.

Todo lo anterior permitié exhibir funciones no integrables cuyo conjunto de discon-
tinuidades sea denso en ninguna parte: La funcién indicadora de un conjunto denso
en ninguna parte que no tiene contenido cero tiene un conjunto de discontinuidades
denso en ninguna parte, pero no es integrable.

Por otro lado, Riemann habia mostrado la existencia de funciones cuyas discon-
tinuidades forman un conjunto denso pero que son integrables. Se podia concluir,
finalmente, que no es el tamano topolégico del conjunto de discontinuidades
lo que determina que una funcién sea o no sea integrable.

Es en ese momento cuando se pudo ya establecer con toda claridad la condicién para
que una funcioén sea integrable. Axel Harnack demostré en 1881 que:
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Una funcién es integrable si y sélo si, para cualquier o > 0, el conjunto de
puntos en donde la oscilacién de la funcién es mayor que o tiene contenido
cero.([54])

El concepto de contenido cero se convertiria desde ese momento en uno clave para la
Teorfa de la Integracion.

En ese momento se tuvieron entonces las bases para desarrollar una Teoria del Con-
tenido, lo cual fue llevado a cabo por Otto Stolz ([94]), Axel Harnack ([55], [56]),
Giuseppe Peano ([87])y, sobre todo, Marie Ennemond Camille Jordan ([60]). Todo
esto durante el periodo que va de 1883 a 1892:

Sea, A un conjunto acotado de nimeros reales y [a,b] un intervalo que lo contenga.
Para cada particién P del intervalo [a, b] sea S(P, A) la suma de los subintervalos de P
que contienen puntos de A y S(P, A) la suma de los subintervalos de P contenidos en
A. Se define entonces el contenido exterior de A, c.(A), y el contenido interior
de A, ¢;(A) mediante las relaciones:

ce(A) = inf {S(P, A) : P es particién del intervalo [a, b] }
¢i(A) =inf {S(P, A) : P es particién del intervalo [a, b]}

Se dice entonces que A es Jordan-medible si ¢.(A) = ¢;(A) y, en este caso, a esta
cantidad comun se le llama el contenido de A y se le denota por ¢(A).

Evidentemente todo conjunto de contenido cero es Jordan-medible. También todo
intervalo acotado es Jordan-medible y su contenido es igual a su longitud. Finalmente,
se tiene la siguiente propiedad:

Consideremos un intervalo [a, b], entonces la familia de subconjuntos de [a, b] que son
Jordan-medibles forman un dlgebra de subconjuntos de [a, b]. Ademés, la funcién que
asocia a cada conjunto Jordan-medible su contenido es finitamente aditiva.

7.3.4. Teoria de la Medida de Borel. En 1894-1895, Félix Edouard Justin
Emile Borel ([12], [13]) dio las bases para un nuevo avance al introducir el concepto
de medida cero:

Se dice que un conjunto tiene medida cero si para cualquier ¢ > 0 existe una
coleccién numerable de intervalos abiertos {I,,} tales que la suma de sus longitudes
€s menor que .

Curiosamente, el concepto de medida cero no lo introdujo Borel con relacién a la
Teoria de Integracién. Al introducir ese concepto, Borel estaba atacando un problema,
de continuacién analitica de una funcién de variable compleja:
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Considérese la funcién de variable compleja:
N\ A,
f(Z) - Zn:l Z—an

’ . . [e’e)
en donde A;, A,, ... son nimeros complejos tales que la serie ) " |A,| converge
y ai,as,... son puntos en el plano complejo que estdn sobre una curva cerrada C'
formando un conjunto denso en esa curva.

Se puede ver inmediatamente que si z ¢ C entonces la serie Y °- | 4= converge pues
_ —Un

la distancia de z a C es positiva. Consideremos dos puntos P y (), el primero al
interior de la regién que forma C' y el segundo al exterior de la misma; el problema
que se plantea Borel consiste entonces en encontrar un arco circular que una P con
@ sobre el cual la serie ), Z‘:‘Zn converja absoluta y uniformemente. Esto llevé a
Borel a la necesidad de demostrar que existen puntos z sobre C' para los cuales la
serie en consideracién converge.

Para simplificar el razonamiento, consideremos el mismo problema pero con funciones
de variable real.

Sea {aj,as, ...} un conjunto numerable y denso en el intervalo [a,b] y (A4,),>1 una
sucesién de numeros reales. Para cada x € [a,b] — {ay,as, ...} consideremos la serie
p x‘:‘;n. Aparentemente tal serie no converge para ninguno de esos puntos z pues
el conjunto {a,as,...} es denso en [a, b] y entonces dado cualquier punto = € [a, ]
hay puntos a,, tan cerca de x como se quiera. Sin embargo, siguiendo a Borel, se puede
mostrar que, asumiendo que la serie "7 | /| A4,| converge, existe una infinidad no
numerable de puntos = € [a, b] para los cuales la serie converge. En efecto, para cada
n € N, sea u, = \/|An|. Sea ahora [ la longitud del intervalo [a,b] y N € N tal que
Zzo: N1 Un < % Para cada n > N sea I, un intervalo abierto con centro en a,, y radio
Uu,. Se tiene entonces >\, I(I,) < I, en donde [(I,) es la longitud del intervalo
I,. Como los puntos aq,...,ay forman un conjunto finito, se pueden cubrir con
intervalos abiertos Iy, I, . .., I,, respectivamente, de tal manera que >~ I(I,) < L.
Si 2 no pertenece a ninguno de los intervalos Iy, I, ... entonces |z — a;| > 0 para

ie{l,....N}y|r—a;] >u;parai e {N+1,N+2 ...} Porlo tanto:
00 N
§:n:1 ::§:n:1 T—an
N oo /
S Zn:l + Zn:N—l—l |A’ﬂ| <0

Lo tunico que resta probar es que existe una infinidad de puntos x € [a,b] que no
pertenecen a ninguno de los intervalos [y, I5, . ... Para esto, Borel demostré el resul-
tado, ahora clédsico, que asegura que todo intervalo cerrado y acotado es compacto.
De manera mas especifica, Borel demostré, basicamente como se hace actualmente,

A

.
T—an

Ap

T—anp

An
D Nt

An

r—an
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que si un intervalo cerrado y acotado es cubierto por una infinidad numerable de
intervalos abiertos, entonces existe una coleccion finita de esos intervalos que también
lo cubren. En base a este resultado, si los intervalos Iy, I5, ... cubrieran al inter-
valo [a,b], necesariamente se tendria y_~  I(I,) > I, lo cual es una contradiccion.
Msds atin, si unicamente hubiera una coleccién numerable de puntos x € [a, b] que no
pertenecen a ninguno de los intervalos Iy, I5, .. .., estos puntos podrian ser cubiertos
por una nueva colecciéon numerable de intervalos abiertos de tal manera que la suma
de sus longitudes, sumadas con las longitudes de los intervalos I, I, . . ., siga siendo
menor que [, lo cual no es posible.

Todavia siguiendo a Borel, se puede decir aiin més, pues cambiando [ por una € > 0

arbitraria en el razonamiento anterior se muestra que el conjunto de puntos x € [a, b]

para los cuales la serie ) ", —#2— no converge absolutamente pueden ser cubiertos
- —Un

por una coleccién numerable de intervalos abiertos de tal manera que la suma de sus

longitudes sea menor que €. Es decir, utilizando el concepto que introduce Borel, el

conjunto de puntos = € [a,b] para los cuales la serie Y °°, 42— no converge absolu-

. . n=1 T—an
tamente tiene medida cero.

Mas adelante, en un libro publicado en 1898 ([14]), Borel retomé el concepto de con-
junto de medida cero para desarrollar una Teorfa de la Medida. Para esto, influenciado
en parte por el trabajo de Jules Joseph Drach, siguié el método axiomédtico. Para
Borel la idea fundamental consistia en definir los elementos nuevos que se introducen
con ayuda de sus propiedades esenciales, es decir, aquellas que son estrictamente indis-
pensables para los razonamientos que siguen. En el caso de la medida, las propiedades
esenciales que planteé Borel son las siguientes:

(i) La medida de la unién de una coleccién numerable de conjuntos ajenos es
igual a la suma de sus medidas.
(ii) La medida de la diferencia de dos conjuntos de medida finita A y B, con
A C B, es igual a la diferencia de sus medidas, m(B) — m(A).
(iii) La medida de un conjunto nunca es negativa.

Llamé entonces conjuntos medibles a todos aquellos conjuntos a los cuales se les pueda
asignar una medida en base a las propiedades mencionadas y tomando como punto
de partida que la medida de un intervalo es su longitud.

Borel no vio relacion entre su concepto de medida y el de integral. Mas atin, aclaraba
que el problema que él estaba investigando era totalmente diferente del resuelto por
Jordan. Ademads, consideraba la definicién que hacfa Jordan de los conjuntos medibles
(con contenido) como mds general que la que él daba pues, por ejemplo, con base en
la definicién de Jordan, cualquier subconjunto del conjunto de Cantor es medible, de
manera que, teniendo el conjunto de Cantor la misma cardinalidad que los nimeros
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reales, la familia de conjuntos Jordan medibles tiene una cardinalidad mayor que la
de los reales. Por otra parte, se puede mostrar que la familia de conjuntos medibles
que define Borel tiene tinicamente la cardinalidad de los mimeros reales.

7.3.5. Teoria de la Medida de Lebesgue. El paso siguiente en el desarrollo
de la teorfa de la medida, asi como el ltimo paso hacia la caracterizaciéon de las
funciones Riemann-integrables lo dio Henri Léon Lebesgue en 1902.

Para la caracterizacién de las funciones Riemann integrables, Lebesgue primero demostré
una forma ligeramente distinta del resultado de Harnack:

Si, dada o > 0, B(o) denota al conjunto de puntos en donde la oscilacién
de la funcién f es mayor o igual que o, entonces f es integrable si y sélo si
para cualquier o > 0, B(o) tiene contenido cero.

Mostré ademds que ara cualquier o > 0, B(o) es un conjunto cerrado, de manera
) ) )
que, siendo acotado, €s compacto.

Lebesgue observé entonces que si D es el conjunto de puntos en donde la funcién es
discontinua, se tiene D = (J;°; B(X). Entonces, si f es Riemann integrable, B(<)
tiene contenido cero para cualquier n € N, asi que D tiene medida cero. Por otra
parte, si D tiene medida cero, entonces B (%) tiene medida cero para cualquier n € N,
de manera que, siendo estos conjuntos compactos, también tienen contenido cero;
finalmente, dada o > 0 arbitraria y n > X se tiene B(o) C B(2), asf que B(0) tiene
contenido cero. Se tiene asi la siguiente caracterizacién de las funciones Riemann

integrables:

Una funcién acotada f:[a,b] — R es Riemann integrable si y sélo si el
conjunto de puntos en donde la funcién es discontinua tiene medida cero.

Lebesgue desarrollé su Teorfa de la Medida en su tesis doctoral titulada “Integrale,
longueur, aire” ([72]). Ahi, siguiendo a Borel, comenzé plantedndose lo que él llamé
el problema de la medida, el cual consiste en definir una medida no negativa m
sobre todos los conjuntos acotados de niimeros reales de tal manera que se tengan las
siguientes propiedades:

(i) m([0,1]) = 1.
(ii) Si £ es un conjunto acotado y a € R, entonces m(E + a) = m(E).
(iii) Si Ey, Es, ... es unasucesién de conjuntos contenidos en un conjunto acotado

y ajenos por parejas, entonces m( |J Ex) = > o, m(Eg).
k=1
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Se puede ver fdcilmente que las condiciones sobre la medida implican que la medida
de un intervalo acotado debe de ser igual a su longitud.

Consideré entonces el problema de la medida limitdndose a subconjuntos de un in-
tervalo fijo I.

Si E es un subconjunto de I al cual se le asigna la medida m(E) e Iy, 5, ... es una
coleccién finita o infinita numerable de intervalos ajenos tales que E C U, I, entonces
se debe de tener m(E) < )" (I,), de manera que la cantidad:

inf {>° 1(1,): I1,Is,... son intervalos ajenos y E C U,I,}

es una cota superior para la medida de E. Definié entonces la medida exterior de
E, m.(F), como esa cantidad, es decir:

me(E) =inf{> 1(I,): I1,I5,... son intervalos ajenos y £ C |, I,,}
En seguida defini6 la medida interior de F, m;(E), mediante la relacién:
mi(E) =1(I) — me(E°)

Ahora bien, por la propiedad iii se debe de tener [(I) = m(E) + m(E°), es decir,
m(E) = (1) —m(E°). Pero se tiene m(E°) < m.(E°), asi que m(E) > (1) —m¢(E°).
De esta forma se obtiene que la cantidad (1) —m.(E°) es una cota inferior de m(FE).

Todo lo anterior lo hacfa Lebesgue asumiendo que es posible asignarle una medida

al conjunto E. Sin embargo las definiciones de medida exterior e interior son inde-

pendientes de esta consideracién y pueden darse para cualquier conjunto. Mostré

entonces que se tienen las siguientes relaciones para cualquier subconjunto E de I:
¢i(E) < mi(E) <me(E) < ce(E)

Ademds, como se mostré arriba, de ser posible asignar una medida m(E) al conjunto

E, se debe de tener m;(E) < m(E) < m¢(FE). Por lo tanto, la medida asignada a E
serd tnica cuando sus medidas interior y exterior coincidan.

Estas consideraciones condujeron a Lebesgue a su definicién de medibilidad:

DEFINICION 7.12 (Conjuntos medibles). Se dice que un conjunto acotado E es
medible si m;(E) = m.(E).

Aclaraba Lebesgue que es unicamente para estos conjuntos que se estudiard el pro-
blema de la medida, declarando no saber siquiera si existen conjuntos que no sean
medibles. Pero si existen tales conjuntos, decfa que el desarrollo posterior que él hace
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no es suficiente para afirmar ni que el problema de la medida es posible ni que es
imposible para tales conjuntos.

Este comentario de Lebesgue es importante pues lo que él ha hecho es encontrar cotas
més finas que las que da Jordan para la medida de un conjunto, lo cual automati-
camente amplia la familia de conjuntos a los cuales se les puede asignar una medida
de manera unica. En efecto, la condicién ¢;(E) = c.(E) permite asignar a E una
tnica medida y esa condicién implica m;(E) = m.(E). Pero se puede cumplir la
condicién m;(E) = m.(F), lo cual permite asignar una tnica medida a E, sin que se
tenga ¢;(E) = c.(F). Sin embargo, no se puede asegurar que no sea posible asignarle
una medida a conjuntos para los cuales m;(F) < m.(F). En caso de que esto fuera
posible, tal vez no seria de manera unica (de hecho se sabe actualmente que es posible
ampliar la familia de conjuntos medibles conservando las propiedades i y iii que pide
Lebesgue a la medida, pero tal extensién no es unica), o tal vez se puedan encontrar
cotas ain mds finas que las que da Lebesgue para la medida de un conjunto y se
pueda definir una medida con propiedades adicionales a las que propone Lebesgue.

Mostré Lebesgue que se tienen las siguientes propiedades:

(i) Si E es medible entonces E° es medible.
(ii) Si A y B son medibles, entonces A — B es medible.
(iii) Si E4, ..., E, son conjuntos medibles, entonces U?:l E; es medible.
(iv) Si Ej, Es, ... es una coleccién finita o infinita numerable de subconjuntos de
I, entonces m.(J,, En) <>, mc(E,).

Demostré ademés que la familia de conjuntos medibles contenidos en un intervalo [
forma una o-dlgebra de subconjuntos de ese intervalo y que la medida m definida
sobre esa og-dlgebra es g-aditiva.

Finalmente observé Lebesgue que, debido a la relacion ¢;(E) < m;(E) < m(E) <
ce(F), cualquier conjunto Jordan medible es también Lebesgue medible y, dado que los
intervalos son medibles y la familia de conjuntos medibles contenidos en un intervalo
forma una o-dlgebra de subconjuntos de ese intervalo, todo conjunto medible de
acuerdo a la definicién de Borel es también Lebesgue medible. De esta forma la
Teorfa de la Medida de Lebesgue resulta méas general tanto que la de Jordan como de
la de Borel y las engloba a ambas.

El trabajo de Lebesgue sobre la Teoria de la Medida se puede consultar en su libro
[73], el cual es una verdadera joya.
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7.4. Identificacién de funciones de probabilidad con medidas

Inmediatamente después del surgimiento de la Teorfa de la Medida de Lebesgue se
dio una relacién con la Teorfa de la Probabilidad. Esto se hizo en los problemas de
probabilidades geométricas, en cuyo caso la probabilidad era considerada como una
medida.

En 1904, Borel plante6 que la integral clésica (de Riemann) es insuficiente para tratar
algunos problemas de probabilidad ([15]):

Si se sabe que un nimero z estd comprendido entre 0 y 1, ;cudl es la probabilidad de
que x sea un numero racional?

Utilizando la integral de Riemann, el problema no tiene solucion.
Utilizando la integral de Lebesgue, la respuesta es 0.

En 1911, Sergi Natanovich Bernstein utilizé las diferentes formas de la aditividad
numerable para un problema de probabilidad geométrica ([2]).

En el ano 1914 todavia no se identificaba a cualquier funcién de probabilidad con
una medida pues ni siquiera estaba desarrollada la Teoria General de la Medida en
espacios abstractos. En ese momento se contaba ya con la Teorfa de Integracion de
Lebesgue y la correspondiente Teorfa de la Medida en R" y eran entonces éstas las
lnicas medidas que al normalizarlas se consideraban probabilidades. Esto, es lo que
hace Felix Hausdorff en su libro, publicado en 1914 ([57]). Ahi consideré que si A
y B son dos conjuntos medibles de medida finita y A C B, entonces la medida de
A dividida entre la medida de B puede considerarse como la probabilidad de que un
punto que se selecciona en el conjunto B pertenezca al conjunto A. También en ese
libro Hausdorft demostré el teorema de Borel sobre los niimeros normales dentro del
marco de la Teorfa de la Medida.

En el libro de Hausdorff de 1914 se considera a la probabilidad como un ejemplo y una
aplicacion de la Teoria de la Medida. Hausdorff no identificaba a una probabilidad
con una medida, pero mostré que una medida normalizada tiene todas las propiedades
de una probabilidad.

El libro de Hausdorff fue durante mucho tiempo la referencia estdandar para la Teoria
de Conjuntos; entonces la conexién entre Probabilidad y Teorfa de la Medida puede
considerarse como bien establecida en la literatura matemaética desde 1914.

Por otra parte, en 1913, Johann Radon habia ya desarrollado una Teoria General
de la Medida en R™ ([89]) y en 1915, con base en el trabajo de Radon, Maurice
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René Fréchet extendié la Teoria de la Medida a espacios abstractos, definiendo las
funcionales aditivas ([49]). De esta manera, en ese momento se puede decir que,
aunque posteriormente todavia se demostrarian algunos resultados importantes, ya
se contaba con lo bédsico de una teorfa general de la medida.

Por el lado de la Teoria de la Probabilidad, se volvié cada vez més frecuente asumir
como valida ya sea la propiedad de o-aditividad de la funcién de probabilidad o bien
alguna de sus formas equivalentes, sobre todo en la formulacién de resultados que
generalizaban los teoremas limite.

En 1916, Francesco Paolo Cantelli ([20]), sin hacerlo explicito, asumié la o-aditividad
al considerar P [|X — m| > €] como una suma infinita de probabilidades.

En 1917, el mismo Cantelli ([21]), consideré que se puede asumir que la probabilidad
de la interseccién de una sucesion decreciente de eventos es el limite de las proba-
bilidades de cada uno de ellos. Dice que esta propiedad responde al sentimiento de
la probabilidad: “Tale assunto non pud portare ovviamente ad obbiezioni teoriche e
risponde al sentimento de la probabilita, empiricamente considerata, risveglia in noi”.
Concretamente, consideraba una sucesién de eventos Ay, A, ...y entonces decia que
se puede asumir que:

P [ﬂl?; Ag] =m0 P [ﬂZ:l Ag]
1-P [ﬂZ:1 Ak] =P [(ﬂZﬂ Ak)c] =P [UZ:1 Ai] < ZL P [Ai]

Asi que:

PMiey Axl > 1= 305, P[A]]

Por lo tanto:

P [ﬂZil Ak] = limy,.00 P [ﬂZ=1 Ak] >1- Ziil P [Ai]

En 1919, Guido Castelnuovo ([29]) plante6 la extensién de la definicién cldsica de
probabilidad al caso de las probabilidades en el continuo (se referia a experimentos
aleatorios cuyos posibles resultados quedan representados por regiones en el plano o en
el espacio tridimensional) mediante un paso al limite, con el cual quedaban extendidas
las reglas de la suma y del producto al caso infinito. Consideraba sin embargo que
puesta la definicién en esta forma no se presta a un tratamiento matemético. Por
tal motivo, la transformaba para obtener una funcién de densidad, asociada a cada
problema particular, mediante la cual se puede obtener cualquier probabilidad como
una integral de dicha funcién sobre una determinada regién.
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Todo lo anterior condujo a que para el ano de 1925 algunos autores aceptaban ya a
la o-aditividad como una propiedad general de la funcién de probabilidad y entonces
consideraban a la probabilidad como una medida. Esto queda claro en el libro de
Paul Pierre Lévy, “Calcul des Probabilités”, publicado en 1925, en donde, ademas,
se define a la probabilidad en forma axiomdtica ([75]). Dice Lévy:

“En el Célculo de Probabilidades, la teorfa matemadtica tiene como meta el esta-
blecimiento de ciertas relaciones entre las probabilidades de diferentes eventos y es
independiente de las consideraciones mas o menos delicadas por las cuales se deter-
minan sus valores en las aplicaciones. Se requiere entonces darse los coeficientes de
probabilidad de ciertos eventos, elegidos de tal manera que determinen perfectamente
la ley de probabilidad; los otros se deducen”.

Para Lévy, dado un experimento aleatorio, los eventos, a los cuales hay que asig-
nar probabilidades, son grupos de posibles resultados. Es decir, estd ya ahi parte
de la formulacién moderna en la cual los eventos son subconjuntos de un conjunto
), llamado el espacio muestral del experimento. Finalmente, al igual que otros au-
tores, Lévy consideraba que los dos principios fundamentales que debe satisfacer una
funcién de probabilidad son el Principio de las probabilidades totales y el Principio
de la probabilidad compuesta, pero con la diferencia de que Lévy extendia el princi-
pio de probabilidades totales al caso de una coleccién infinita numerable de eventos
mutuamente excluyentes.

Lévy fue todavia méds lejos en su formulacién axiomética de la Teorfa de la Probabi-
lidad en un articulo titulado “Les lois de probabilité dans les ensembles abstraits”,
publicado en el ano de 1924, el cual se reprodujo al final de su libro ([74]). Dice ahi
que una ley de probabilidad serd naturalmente bien definida en un conjunto abstracto
FE si se conoce la probabilidad de todo subconjunto de . Esta probabilidad deberd
gozar de las propiedades siguientes:

a. A dos conjuntos V; y V5 sin elementos comunes y al conjunto V' constituido por
su unién, corresponden nimeros «y, as v « tales que a = ay + ao.

b. Un enunciado andlogo es verdadero si se considera una infinidad numerable de
conjuntos Vi, Vs, ..., sin puntos comunes dos a dos.

c. Los valores de a son siempre positivos o nulos y al conjunto £ completo corresponde
un valor igual a la unidad.

Decia Lévy que, utilizando el lenguaje del Célculo Funcional, o es una funcional
aditiva en el sentido de Fréchet (es decir, una medida).
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Agregaba después que en la practica se considera una ley de probabilidad como
definida sin que la probabilidad « esté definida para todos los subconjuntos de E.
Cita para esto el caso en que la probabilidad de un subconjunto del intervalo [0, 1]
estd dada por su medida de Lebesgue, en cuyo caso la probabilidad tinicamente esta
definida para los conjuntos medibles.

Como puede verse, Lévy formul6 aqui la Teorfa de la Probabilidad en su forma axio-
méatica moderna. ;Por qué entonces se atribuye a Kolmogorov y no a Lévy esta
formulacién? La respuesta a esta pregunta la consideraremos més adelante.

Mientras tanto, cabe mencionar que la o-aditividad segufa asumiéndose como vélida
en la formulacién de los teoremas limite.

Para probar la Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros, Aleksandr Yakovlevich Khint-
chine ([61]) y Andrey Nikolaevich Kolmogorov ([62]) utilizaron la propiedad de o-
subaditividad de la funcién de probabilidad, la cual es equivalente a la o-aditividad.
Ademss, Kolmogorov utilizé el hecho de que la unién numerable de eventos de pro-
babilidad cero tiene también probabilidad cero, la cual también es consecuencia de la
o-subaditividad.

Sin embargo, la polémica sobre la propiedad de o—aditividad de la funcién de pro-
babilidad continuaba. Resalta en esta polémica una serie de articulos que publicaron
Maurice René Fréchet y Bruno de Finetti en el ano 1930 ([41], [42], [43], [50], [51]).

De Finetti consideraba que se llega a contradicciones cuando se admite la exten-
sién del teorema sobre las probabilidades totales al caso de una sucesién infinita de
eventos mutuamente excluyentes. Como ejemplo consideraba una variable aleatoria
X la cual tnicamente puede tomar valores en el conjunto infinito {1, e,...} de tal
forma que todos ellos son igualmente probables. Los eventos [X = ¢;] tienen entonces
probabilidad cero, pero su unién tiene probabilidad 1.

Fréchet argumentaba que él ya habfa senalado, en sus cursos y en una memoria
que se encontraba en prensa, que efectivamente la extensiéon del teorema sobre las
probabilidades totales al caso de una sucesion infinita de eventos no es una conse-
cuencia inevitable de los principios generales admitidos en las bases del Célculo de
Probabilidades. Pero agregaba que de Finetti inicamente habfa visto una de las dos
alternativas: “si sus ejemplos tienen sentido, entonces tal extensién no es posible.
pero la otra alternativa es que si tal extensién es posible entonces los ejemplos no
tienen sentido”. Fréchet preferia entonces asumir que los ejemplos de de Fineti no
tienen sentido, en particular consideraba, con relaciéon al mencionado ejemplo de de
Fineti, que es imposible suponer que los posibles valores de X son igualmente pro-
bables. Continuaba argumentando que la misma alternativa se presenta en la teorfa
de la medida de Lebesgue, en donde se tiene que restringir la familia de conjuntos a
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los cuales se les puede asignar una medida pues no todos los conjuntos resultan ser
medibles. De la misma manera, en el ejemplo de de Fineti no es posible asignarle una
probabilidad a los conjuntos [X = ¢;] de tal manera que todas ellas sean iguales.

De Fineti respondié con nuevas objeciones. Se preguntaba si los eventos que se tienen
que excluir de aquellos a los cuales se asigna una probabilidad no son tan interesantes
como éstos ltimos. Para él Fréchet tinicamente evitaba formalmente la dificultad
y se segufa preguntando: ;Es admisible excluir la concepcién de una infinidad de
eventos mutuamente excluyentes que sean igualmente probables?

Fréchet contraargumenté que las contradicciones a que hace referencia de Fineti son
familiares para todos aquellos al corriente en la teoria de la medida. En cuanto al
interés que pueden tener los conjuntos no medibles responde que en realidad no se
presentan en las aplicaciones. En cuanto a la necesidad de excluir algunas medidas
como posibles, consideraba, por ejemplo, que se puede pensar en asignar una medida
igual a 1 a toda la recta real, una medida igual a % a toda semirecta, una medida
igual a % a todos los conjuntos formados por la unién de una sucesién infinita de
intervalos de longitud A, de tal manera que cada par de ellos esté separado por un
intervalo de longitud 2\, etc. En ese caso, toda la recta real serfa la unién de una
sucesion de intervalos consecutivos cuyas medidas tendrian que ser nulas, de manera
que su suma no podria ser igual a 1. Por lo tanto, se debe de excluir la concepcién de

medidas iguales de esos intervalos o bien se deben de considerar como no medibles.

Resulta aqui claro que para Fréchet la probabilidad era siempre una medida, atn a
costa de tener que excluir algunos experimentos aleatorios que pueden ser definidos
formalmente, aunque también resultaba claro para él que ésta es tnicamente una
alternativa que se puede elegir, pero que no era aceptada por todos en ese momento.
Esta posicién resulta todavia més evidente al argumentar en contra de otra objecion
que hace de Fineti en su segundo articulo. Decfa de Fineti que no se debe eludir
una dificultad de principio mediante una convencién y que una vez puesta la defini-
cién de probabilidad, de una manera conforme a nuestra intuicién, si esta definicién
permite atribuir un valor a la probabilidad de uno de los eventos clasificados como
no probabilizables, no se tiene el derecho de excluir ese evento. Fréchet respondio
entonces que la principal dificultad en el argumento de de Fineti reside en el hecho
de que, hasta ese momento, ninguna definicién de la probabilidad habia obtenido una
adhesion general. Agregaba que si se adopta el punto de vista axiomético, la solucién
es inmediata y consiste en poner como postulado el principio de las probabilidades
totales en su forma completa (es decir, la propiedad de aditividad numerable). Citaba
entonces que esto es lo que hace Lévy en su libro, en donde, ademss, justifica esta
convencién desde el punto de vista concreto. Més tarde, Fréchet comentaria en su
libro, publicado en 1937:
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“En definitiva, para adoptar el principio completo de las probabilidades totales, nos
contentaremos con observar:

lo. Que es cémodo.
20. Que cabe dentro de una teorfa no contradictoria.
30. Que no estd en contradiccién con la experiencia.”

Para entender como es que con la formulacién de Kolmogorov, la cual es practicamente
la misma que la de Lévy, la adhesiéon a la concepcion de la probabilidad como una
medida fue casi undnime, debemos ver cual es la idea prictica que se encuentra
detras de la identificacion de una funcién de probabilidad con una medida. Esta
identificacion permite extender el Célculo de Probabilidades a una familia mdas grande
de eventos. Es decir, se trata de extender la funcién de probabilidad a una
familia de eventos tan grande como sea posible. Si tinicamente se pide la
aditividad finita, la extensiéon puede hacerse de manera tinica solamente hasta una
cierta familia de eventos; mientras que si se pide la o—aditividad la extensiéon puede
continuarse de manera uinica para una familia mas grande. Esta es una de las ventajas
de tener la probabilidad como una medida. Sin embargo, la identificacién no puede
ser automatica, como de hecho no lo fue, pues antes de aceptarla debe darse solucién
a un problema:

Mostrar que la identificacién con una medida siempre es factible.

En otras palabras, aunque ya se tenia desarrollada una Teoria de la Medida
en espacios abstractos, no podia hacerse una identificacién automatica de
una funcién de probabilidad con una medida mientras no se resolviera el
problema de la existencia de una medida asociada a cada problema de
probabilidad.

Con relacién a este problema, recordemos que el estudio de los teoremas limite habia
puesto en el centro de la atencion de los probabilistas a las variables aleatorias. El
estudio de las variables aleatorias condujo a Richard Von Mises a identificar, en el
ano de 1919, una ley de probabilidad con la funcién de distribucién ([99], [100]).
Esta misma identificacién la hizo Lévy en su libro, en donde, ademds, identificaba a
una funcién de distribucién con una medida sobre R y a una funcién de distribucién
conjunta con una medida sobre R™. De esta forma, dada una sola variable aleato-
ria, se puede asociar a ésta una medida sobre R, dado un mimero finito de
variables aleatorias, se puede asociar a esa familia una medida sobre R",
para alguna n. Pero, ;cémo asociarle una medida a una familia infinita de
variables aleatorias? Este problema lo atacé también Lévy en su articulo ya citado,
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mostrando como se puede lograr construir una medida en una situacién general; sin
embargo, su método no resulté ser lo suficientemente general.

7.5. Construcciéon de medidas en espacios de dimensién infinita

Si bien Constantin Carathéodory, en 1914, dio un método para construir medidas en
R™ via una medida exterior ([28]) y este método puede extenderse al caso de medi-
das en espacios abstractos ([49]), la definicién de medidas en espacios de dimensién
infinita no es un problema que se haya resuelto inmediatamente después del trabajo
de Fréchet sobre la definicién general de una medida.

Es P.J. Daniell quien entre 1918 y 1920 desarrollé una Teorfa de Integracién en espa-
cios de dimensién infinita ([37], [38], [39], [40]). Daniell no se basé para esto en el
resultado de Carathéodory sino que desarroll6 su propio método.

Basicamente el método de Carathéodory para definir una medida consiste en partir
de una medida definida sobre un algebra de subconjuntos de un conjunto dado €2 y
en extender esta medida a una o-dlgebra que contiene a los conjuntos del dlgebra de
la que se partié. En cambio, el método de Daniel consiste en partir de una integral.
definida para una cierta familia de funciones y en extender esta integral a una familia
suficientemente grande de funciones. Los dos métodos son equivalentes en el sentido
de que una vez teniendo una medida se puede definir una integral e inversamente,
una vez teniendo una integral se puede definir una medida.

Algunos resultados parciales dentro del contexto de la Teoria de la Probabilidad se
encuentran en los trabajos de Hugo Dyonizy Steinhaus ([96]) y de Norbert Wiener
([102], [108], [104], [105], [106], [107], [108)).

En 1923, Steinhaus reformulé el trabajo de Borel sobre los niimeros normales. Para
esto consideré una sucesion indefinida de ensayos de Bernoulli, en cada uno de los
cuales la probabilidad de éxito es %, y las variables aleatorias, X1, X, ..., tales que:

X, =

{ 1 si hay éxito en el ensayo j
J

0 sino lo hay

El conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio asi definido consiste
entonces del conjunto de sucesiones de 0’s y 1’s, el cual se puede poner en correspon-
dencia, excepto por un conjunto numerable, con el intervalo [0, 1].

Defini6 la axiomaética para el juego de cara o cruz ddndole a la funcién de probabilidad
la propiedad de o-aditividad.
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Mostré entonces que comenzando por asignar probabilidades a eventos que dependen
unicamente de un nimero finito de ensayos, las propiedades que dio a la funcién de
probabilidad permiten definirla (extenderla) para todos los subconjuntos Lebesque-
medibles y que la medida que se obtiene es precisamente la medida de Lebesgue.
Finalmente mostré que el resultado de Borel se expresa diciendo que la medida del
conjunto de nimeros normales es igual a 1.

Steinhaus consideré también el problema de la convergencia de series aleatorias de la
forma Y >° | +¢,, en donde cada ¢, es un niumero real y el signo de ¢, se elige al azar.

Su modelo nuevamente consiste en identificar una secuencia infinita de signos como
un punto del intervalo [0,1] y entonces nuevamente asumiendo que la funcién de
probabilidad es o—aditiva, mostré que la funcién de probabilidad es la medida de
Lebesgue sobre los conjuntos Lebesgue-medibles. Con base en esto demostré que la
probabilidad de convergencia de una serie asi definida necesariamente es 0 6 1.

En 1924, Norbert. Wiener consider6 también el problema de la convergencia de series
aleatorias, pero su método es distinto al de Steinhaus.

Wiener trabajaba con funcionales lineales sobre espacios de funciones y segufa el
método de Daniell para extender tales funcionales:

Sea (2 es el conjunto de todas las sucesiones posibles de signos. Si ¢ es una fun-
cién definida sobre 2 cuyos valores dependen tnicamente de los primeros n signos
para alguna n, Wiener definié /() como el promedio de los 2" valores que toma ¢
dependiendo de los primeros n signos de la sucesién. Demostré entonces que esa fun-
cional asi definida satisface las propiedades del teorema de extensiéon de Daniell, de
manera que dicha funcional se puede extender de manera tnica al conjunto de todas
las funciones medibles.

Con el mismo método, construyé un modelo matematico para el movimiento brow-
niano, para lo cual definié una medida de probabilidad o—aditiva sobre el espacio de
las funciones continuas. Es este trabajo el que marcé la pauta para poder definir una
medida asociada a cualquier problema de probabilidad, lo cual serfa desarrollado por
Kolmogorov en 1933.

7.5.1. El modelo de Kolmogorov. El modelo que formulé Kolmogorov es axio-
matico, lo cual se explica por el hecho de que a principios de este siglo el método axio-
matico habia ganado un gran prestigio luego de las aportaciones de Nicolai Ivanovich
Lobachevskii, Hermann Minkowski, etc., las cuales mostraban que es posible definir
geometrias no euclideanas mediante diferentes sistemas axiomédticos. Aportaciones
como éstas, asi como la bisqueda del rigor en la ciencia, habian llevado a plantear
la necesidad de la axiomatizacién para todas las ramas de la matemaética, asi como
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aquellas ramas de la fisica en donde las mateméticas juegan un papel preponderante.
Como muestra de este tipo de planteamientos basta citar el articulo de David Hilbert
presentado en el décimo Congreso Internacional de Matemadticas, realizado en el ano
1900 ([58]), en donde afirmé: “pienso que en cualquier lugar en donde se presenten
ideas mateméticas, sea en Filosoffa (Teoria del Entendimiento), sea en Geometria,
sea en Fisica, se plantea el problema de la discusién de los principios fundamentales,
base de esas ideas, y del establecimiento de un sistema simple y completo de axiomas
... Cuando se trata de plantear los principios fundamentales de una ciencia, se debe
de establecer un sistema de axiomas conteniendo una descripciéon completa y exacta
de las relaciones entre los conceptos elementales de esta ciencia”.

Con este tipo de ideas en mente, previamente al trabajo de Kolmogorov, hubo varios
intentos de axiomatizar la Teorfa de la Probabilidad. Entre otros se pueden citar los de
Rudolf Laemmel ([65]), quien, aunque utilizaba la Teoria de la Medida tnicamente de
manera rudimentaria, sus axiomas incluyen la propiedad de la aditividad numerable,
Ugo Broggi ([19]), quien planteaba que la probabilidad es una funcién no negativa
definida sobre los eventos, la cual tiene la propiedad de la aditividad finita y es tal que
el evento seguro tiene valor 1, afirmaba ademds, erréneamente, que la propiedad de
la aditividad numerable es consecuencia de los axiomas, Sergi Natanovich Bernstein
([2] v [3]) y A. Lomnicki ([66]), sin embargo ninguna de ellas resulté completamente
convincente.

En 1922, Borel ([17]) formul6 ya la probabilidad desde un punto de vista axioma-
tico (curso en la Facultad de Ciencias de Paris, publicado en 1924 como “Principes
et formules classiques du Calcul des Probabilités”), sin embargo no adopté la o-
aditividad como propiedad general de la funcién de probabilidad. Decia Borel:

Consideraremos eventos, adjuntdndole a esa palabra la tinica cualidad de ser suscep-
tibles de producirse o de no producirse.

A cada evento se le asocia un nimero p entre 0 y 1 de tal manera que se satisfagan
dos propiedades fundamentales:

1. Principio de las probabilidades totales:

Dados n eventos mutuamente excluyentes, de probabilidades py,...,p,, respectiva-
mente, la probabilidad de que se produzca alguno de ellos es p; + ... + p,.

2. Principio de la probabilidad compuesta:

Si p; es la probabilidad de un evento F; y py la probabilidad de un evento Es cuando
E4 se ha producido, la probabilidad de que se produzca la sucesién E;FEs es pips.
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Paul Lévy en su libro ([75]) retomé el punto de vista axiomatico de Borel, pero con-
sideraba ya la o-aditividad como una propiedad general de la funcién de probabilidad.

Finalmente, A. N. Kolmogorov publicé su monografia ([63]), en la cual dice:

“Después de las publicaciones de las investigaciones de Lebesgue, las analogias entre
medida de un conjunto y probabilidad de un evento y entre la integral de una funcién y
la esperanza matematica de una variable aleatoria se hicieron evidentes. Pero para que
la Teorfa de la Probabilidad pudiera basarse en tales analogfas era todavia necesario
hacer las Teorfas de la Medida y de la Integraciéon independientes de los elementos
geométricos los cuales estaban en el trasfondo con Lebesgue. Esto ha sido hecho por
Fréchet. Mientras que una concepcién de la Teoria de la Probabilidad basada sobre
el punto de vista general citado antes se ha dado durante algin tiempo entre ciertos
matemadticos, estaba faltando una exposicién completa de todo el sistema, libre de
extranas complicaciones”.

En seguida Kolmogorov establecio los axiomas de la Teorfa de la Probabilidad, primero
para el caso en que unicamente entren en consideracién un nimero finito de eventos
y después para el caso general, en donde, como ya lo mencionamos. Dice que el mo-
delo matemético de un fenémeno probabilistico estd dado por una terna (2, S, P),
en donde ) es un conjunto, & una o—4algebra de subconjuntos 2 y P una medida de
probabilidad definida sobre <.

Partiendo de los axiomas, Kolmogorov logré entonces articular perfectamente los dife-
rentes conceptos de la Teorfa de la Probabilidad, como el de probabilidad condicional
y la independencia de eventos y de variables aleatorias. Mostré ademés como los
resultados fundamentales de la Teoria de la Probabilidad se articulan en el enfoque
axiomatico, exponiendo, dentro de este nuevo contexto, las leyes débil y fuerte de los
grandes nimeros.

En su monografia, Kolmogorov introdujo el concepto de Esperanza Condicional, con
lo cual mostré como el enfoque axiomatico basado en la Teoria de la Medida aporta
a la Teorfa de la Probabilidad poderosas herramientas.

Finalmente Kolmogorov dio un método general, ademds de simple, para construir
medidas de probabilidad en espacios de dimensién infinita. Este método estd basado
en el resultado que él llamé el “teorema fundamental” y el cual establece que
dada cualquier familia de variables aleatorias, partiendo de sus distribuciones finito
dimensionales, es posible construir un espacio de probabilidad (2, ¥, P) de tal manera
que la medida P restringida a los eventos que dependen tnicamente de un niimero
finito de las variables aleatorias dadas coincide con la determinada por la distribucién

finito-dimensional correspondiente.
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Este resultado es de singular importancia pues muestra la consistencia de la idea
de considerar a la probabilidad como una medida y demuestra la existencia de una
medida asociada a cada problema de probabilidad.

Sin pretender restarle mérito al resultado de Kolmogorov, debe de mencionarse que
éste no es otra cosa que una reformulaciéon del resultado de Daniell relativo a la
integracién en espacios de dimensién infinita y una generalizacion de la idea utilizada
por Wiener para construir un modelo probabilistico del movimiento browniano. La
diferencia estriba en que Kolmogorov no basé su resultado en el método de Daniell
para extender una funcional definida sobre un espacio de funciones sino en el método
de Carathéodory para extender una medida definida sobre un dlgebra de subconjuntos
de un conjunto dado 2.

La reaccién que provocé la publicacién del trabajo de Kolmogorov puede ilustrarse
con lo que dijo Paul Lévy en el afio de 1970 ([76]). Dice ahi, comentando su articulo
de 1924 y publicado al final de su libro:

“El objetivo principal de mi exposicién era el precisar la nocién de distribucion de
una cierta masa igual a la unidad en un cierto espacio F. Las leyes (de probabilidad)
que pueden ser definidas por una tal distribucién son las que yo considero como leyes
verdaderas.

Mi idea directriz era que se puede dividir el espacio E en conjuntos e;, a los cuales se
atribuyen probabilidades a; > 0 y tales que > a; = 1. Se divide en seguida cada e;
en subconjuntos e; j, a los cuales se atribuyen probabilidades c;; > 0 y de suma o,
continuando este proceso indefinidamente.

Se llega asf a una ley bien definida si cada cadena de elementos e;, ¢, ,¢€;j, - . ., tales
que cada uno es una parte del que le precede, conduce a un punto x € E. Como se
puede hacer la imagen de esas operaciones sobre el intervalo [0, 1], se llega facilmente
al resultado siguiente: No hay leyes verdaderas a menos que el conjunto E tenga la
potencia del continuo”.

Mads adelante comenta sobre la parte V de su articulo:

“Creo que de cualquier manera hay un elemento positivo que se puede conservar de esa
parte V. Es la idea de que la ley definida por una particiéon podia ser prolongada para
llegar a una nocién més general: una medida completamente aditiva, no negativa,
definida en una familia booleana B. Esta ley generalizada queda asf definida por 3
elementos: el espacio E, una familia booleana B de subconjuntos de E (con E € B)
y una funcién m completamente aditiva, no negativa (con m(FE) = 1 si se trata de
probabilidades).



7.5. CONSTRUCCION DE MEDIDAS EN ESPACIOS DE DIMENSION INFINITA 347

Esta tripleta es la base de la axiomdtica de Kolmogorov, ahora adoptada por todos
los probabilistas. Cuando aparecid, mi reaccién fue pensar: Yo lo sabfa, ;por qué
no lo dije? Me quedé durante mucho tiempo con esta idea. Pero recientemente
he reflexionado que en 1924 ciertamente no me habia dado cuenta de que esta idea
permitia definir leyes en espacios de una potencia superior a la del continuo... Estaba
yo, contrariamente a lo que habia creido durante mucho tiempo, bastante lejos de
haber visto bien toda la significacién de la axiomética de Kolmogorov”.

Como conclusion se puede decir que la aceptacién de la probabilidad como una
medida, después del trabajo de Kolmogorov, obedece en primer lugar a que
Kolmogorov logré hacer una presentacién clara y convincente del enfoque
axiomatico en la Teoria de la Probabilidad, articulando perfectamente los
diferentes conceptos y los resultados fundamentales y mostrando que ese
enfoque daba a la Teoria de la Probabilidad poderosas herramientas. En
segundo lugar, aunque de igual o mayor importancia, el éxito obedece
a que Kolmogorov logré6 dar un método general para construir medidas
de probabilidad en espacios de dimensién infinita, mostrando asi la con-
sistencia de la idea de considerar a la probabilidad como una medida y
demostrando la existencia de una medida asociada a cada problema de

probabilidad.
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Respuestas a los ejercicios

CAPITULO 1

1.1. a) st lo es; b) no lo es.

Tay—Lta? -+ +2y+1) si0<y<-—-lz4+1<1

1 (—22% — 292 4 22 + 4y) si0< —tr+1<y<l1
1.2. Fxy(z,y) = %—%x2+2$+2) si0<xr<2 1<y

1 (20 +4y+2) si0<y<1,2<z

1 s12<z,1<y

10t p'qY six,ye{0,...,10},24+y <10

1.4. = { 0-e—y)
fxy(z,y) { 0 en otro caso

1.5. a) X1 + X5 tiene distribucion binomial con pardmetros n y p = p1 + pa.

p2

b) Dado que X1+ X5 = z, X3 tiene distribucion binomial con pardmetros z yp = PR

2r)! 2r . r
(6 Bl = FE O 9 T e 02)

0 en otro caso

GGG o e e — 0. ma)
L.8. le,XQ,XB(nla na, n3) — (m1+n;2+m3) 1 2 3 — 1ty Tk gy k

0 en otro caso

1.9. a) EN*(N? +1); b) EN? (N4 = 1); ¢) 1 — EN?(N? + 1)(N? 4 2)
1.10. 1 —e !

0 sty <0
1.11. Fy xa2(z,y) =4 Fx(x) — Fx(—/y) siy>a?
Fx(\/y) = Fx(=yy) si0<y<a?

No existe una funcion de densidad conjunta.

1.12. No existe.

1.13. fx(z) = c(N? — k)x sixe{k2+1,...,(k+1)2},k€{0,...,N—1}
ST 0 en otro caso
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W) gy e {l,...,N}

2
friy)=q 205D gy e {N+1,...,N2}
0 en otro caso
(0 sixr<00y<0
2xy s10<z<1, 0<y<l—=x
) 1-(1-y)P-(1-2)? si0<z<1l,1-2<y<l
1.14. a) Fxy(z,y) = 1= (1 g sir>1 0<y<1
1—(1—ux)? siy>1, 0<x<1
L1 six>1, y>1

—z) six € (0,1)
en otro caso

b s ={ o

[ 2(1-y) siye(0,1)
Irly) = { en otro caso

(x,y) pertenece al interior del rombo

1
_J) 1
L15. fXny {O en otro caso

12 +12) size(—2,0]
fx(z) = %(2—1}) six € (0,2)

0 en otro caso

l+y size(—1,0]
fy(y) =< 1—y size(0,1)

0 en otro caso

3 siz e (0,2)
en otro caso

1
1.16. fx(z) :{ 4

1 2 .
_ oy —y?) siye(0,2)
fr(y) { 0 en otro caso

1.17. a) §
b) X tiene distribucion exponencial con pardmetro \.

Y tiene distribucion gama con pardmetros 2 y .

]_18 le 7777 Xn(xl,...,;vn)

:{ (1 —2) TTres [3loe — wiea| + 5 (1= (z — 221))] sia, ...,

z, € {0,1}

0 en otro caso



1.19.
1.20.

1.21.

1.22.
1.23.
1.24.

1.25.

1.26.

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

S7 lo son.
1
n+m-+1
3
a) P ) 2D o) p(2 — p) + B
1—e P

7 ()
) 2(%121 b) N+1

-1

s

=

4

o) L1-pPL-1-pN]+3 [1 — (1 —pN!

=

b) FL[1—(1—p)"]

1.27.
1.28.
1.29.
1.30.
1.31.
1.32.
1.33.
1.34.

1.35.
1.36.

1.37.
1.38.
1.39.
1.40.

1

4

a) p(1—p)Pe ;) e
0.281874

= Wl

—(A+1)e?

Ol Wl

4X1 )9
(2)\1 +>\3)(2>\2 +)\3)

a) 3:b) 3:¢) 5
1— Le 22 (6A+20) — Le (9N +7)

e_% —e !

}l (1 — 2\ 2 — 6*2)‘)
17

18

fxz’yz (U, U)

:{ 77 LV v) + F (Vi =) + f(=Vu, Vo) + f(=vu, —=v/)] - siu>0,0>0

en otro caso

0

1.41. a) §; b) T tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,15).
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1.42. a) 55 (5+61n2); b) 0

CAPITULO 2

2 size{0,...,6}
2.1 a) fxov(z) = ¢ BT o c 78 .. 12}
0 en otro caso

TZE size{0,...,6}
_ 28 T
b) fy-x(z) = { 0  en otro caso

$(2—2) siz € {4,6,...,20}
@(z—l) siz€{3,5,...,19}

2.2. a) fXer(Z) = @(40 — Z) Stz € {22,24, ce ,38}
304l —2) size€{21,23,...,39}
0 en otro caso

D=z size{l,...,19}
_ 190 T
b) fr-x(2) { 0 en otro caso

1= (1—p)* 1
23 a2

%21 size{2,...N}
24. a) fxiv(z) = FHFE size{N+1,...,2N}
0 en otro caso

2(N—z)+1 .
st z€A{l,...N
b) fmin(X,Y)(Z) - { e en otro{ Caso }

o

¢) fmax(x.y)(2)

221 size{l,...N}
0 en otro caso

d)fo(Z):{ NN;2|Z| siz€{l-N,...,N—1}

0 en otro caso
% st1z=20
e) fiy—x|(z) = 2(]]\7\,72) size{l,...N —1}
0 en otro caso

0 en otro caso

2ol gixe{l,...,12}
0 en otro caso

423 .
2.5. fZ(Z) = { n2(n+1)2 RS {1, .. n}
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AP 1] 4 p(N—2)] size{l,...,N}

27 fz2(z) =4 p siz=0
0 en otro caso
% siz=0
1 z—1 ;
sv+i5 size{l,...N}
— 2 4N ’
2.8. fx4v(2) %_ i’;[% size{N+1,... 2N}
0 en otro caso

2.11. 0.277124
2.12. a) X +Y tiene distribucion uniforme en el conjunto {1,... ,2N}.

b) X =Y tiene distribucion uniforme en el conjunto {1 — N,...  N}.

2z 2 Y
W(Z—l) SZZE{Q,...,N}
2.13. fxyv(z) = m(zz+z+2zN—2N2—2N) size {N+1,...,2N}

en otro caso

P x N Y
2.14. (y) <)\1-|?/\2> (Al-l—l)q)

Es decir, dado que X +Y = 2z, X tiene distribucion binomial con pardmetros n = z
_ A
yp= )\1+2/\2 .

(G2
215, M

Es decir, dado que X +Y = 2, Y tiene distribucion hipergeométrica con pardmetros
m,nyz.

2.16. 1
2.17. (n+1)7(1—2n+1)
2n
2.18. (n+1)(2n+1)
? siz € (0,1)
L siz€e|l,2
2.21. a) foxsv(2) = 3. Siz € {2 3%
2 Y
0 en otro caso
%(1+z) si —1<2<0
= s10<2<2
b) fsx-v(z) = 2(3 —z) s12<2z<3
0

en otro caso
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Lxe3* g2 <0
2.22. _ =< 7
Jar-sx(2) { %Ae‘i’\z siz22>0
2.23. 0.945431
2.25. 1245

2.26. 0.195586

1

2.27. X% +Y? tiene distribucion exponencial con pardmetro \ = 5

1—e M s10<z<1
2.28. fxiv(z) =4 e*M(r—1) siz>1
0 en otro caso

2(b—a—z) 0 < B
229 f|Y—X|(2) — { (b—a)2 S 0 Sz < b a

0 en otro caso

_1 )
ze 2% s1z2>0
en otro caso

2.30. a) fx+y(2) =

—N
Ol

w

z2e™® s1z2>0
en otro caso

(3—2) size(0,2)
en otro caso

Ol

b) fmax(x,y)(2) = {

1
232, c=3; fy-x(2) = { 3

2.33. ¢ = %
S¢(4—2% size(0,1)
. 2 ?
fx(@) = { 0 en otro caso
5(7T—2y) siye(0,2)
Fry) =4 Z£(y-3)?* siye[2,3)

0 en otro caso

=(z+3)(33—2) size (=3,0)

72 {
€(11 — 22) si z €10,3)
_ ) 5 ’
Joreax(2) =0 B ) 32-4) size[3.4)
0 en otro caso

2.34. fw(w) = ﬁ 2 [, 252 )da

%(u+3) siu € (—3,-1)
R siu € [—1,1)
2.35. fu(u) = 2(3 —u) siucll,3)
0 en otro caso




RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 361

%(04—3) sz:UEE f,l—)

1 STV €E )
fv(v) = %(3_0) siv € [1,3)

0

en otro caso

2.36. fv(v) = [, ﬁf(a:, L)dx

%6_\/_7 stz <0
2.37. fxy(z) = %67\/2 stz>0
0 stz=0

2%.hy@):{0

—Inz size(0,1)

en otro caso

—Lin(—2) size(-1,0)
2.39. fxy(z)=4¢ —5lnz siz e (0,1)

0

P[-3< XY <]

en otro caso

_ 3 1

2.40. Z tiene distribucion normal estandar.

2.41. f§(z) = { 6%

stz >1
en otro caso

0 en otro caso

Pl-3<¥<2]=1

2.43. f§(2)— (1——6 Bl —e” ll) para z # 0.

||

2.44. f§(z) = o lfu (M para z # 0, en donde Fy es la funcion de distribucion de

una variable aleatoma con distribucion gama de pardmetros o+ 1 y A.

1 Zc«g—l

245. fZ(Z) e ﬁ(al,QQ) (1+Z)O‘1+D‘2 Si z > O
0 en otro caso
2 46. fZ(Z) ( - 1 - -
ﬂ- g#»gz )
1

= Inu siu>1
247 fu(u) = { 0 en otro caso

V' tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1).
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2.52. min(X,Y") tiene distribucion exponencial con pardmetro 2\.

20e M (1 —e ) siz>0
fmax(xy)(2) = { 0 en otro caso

SIS

(w-1)?% _ (2-w)?
1 - T2

W E
2.53. ) fxavez(w) =4 (5 e 2 s 1,
5 siw € [2,3

0 en otro cas

siw e (0,1)
1,2)
)

siw € (—1,0)
siw € [0,1)
siw € [1,2)
en otro caso

=
+
i

|
N[
S
|
—~
g
|
[S—y
~—
[\

N |~

b) fxsv_z(w) =

O =
—
(\V]
|
g
N—
no

2.54. a) Y tiene distribucion exponencial con pardmetro n\.

R i S .

en otro caso

2.55. 2

2.57. N; tiene distribucion Poisson con pardametro At.

a;—1

2.58. f alcanza su valor mdxrimo en xr = ———.
a1tao—2

1/\2 —Au ;
I\ ST —u<v<u
2.59. fxivy-x(u,v) = { 0 en otro caso

PX+Y<1LY-X>0=1[1—e*A+1)]

1 .
%)\26’5’\(““’) si0<v<u

2.60. fxivy-x(u,v) = { en otro caso

)

PIX4+Y<1Y-X>0=14e*—2e2"

w—0?) siv—2<u<-0v<060<v<u<-—v+2
en otro caso

2.61. fU,V(u,v) = { (%)<

PlU<1,V>i]=4i

NN 50 < u < 2u
2.66. fuv(u,v) = { 0 en otro caso



RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

( B(aa e s [l —w)]* 'du s5i0<1—vy<u<1
1U0[u1—ua1du s10<1—vy<1yuy>1
o [u(l—wu)*” Ydu  sil—ug<0y0<uy<1

)
B(a ) f
2.68. FU,V(U(LUO) = < 1 )

B(a,a)
1 sil—v9<0yug>1
0 en otro caso

\

No existe una funcion de densidad conjunta.

Ju stww<1u(l-v)<1,ue(0,2),ve(0,1)
2.69. fX+Y’XA+Y<u7fU) o { 0 en otro caso

U yV no son independientes.

siu>0yve(01)
en otro caso

2.70. ny(u,’U) . { (()1_11)2

U yV no son independientes.

st0<u<vw

1 e
2.71. nyv(u, U) = 2my/u(v—u)
0 en otro caso

U yV no son independientes.

sir€[0,1), 6 € [0,2m)

2.72. fre(r,0) = { 6 en otro caso

f 2r sirel0,1)
fr(r) = { 0 en otro caso
= si0¢€l0,2m)
— 27 )
fol0) = { 0 en otro caso

R y © son independientes.

_ % SZ'TE[Oal)fQG[O’ZTr)
2.73. fra(r,0) = { 0 en otro caso

_f 2r sire]0,1)
fr(r) = { 0 en otro caso

= si0€l0,2m)

en otro caso

R y ® son independientes.
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) = siu<w, ue (0,1)
2.74. fU’V(u,v) - { 0 en otro caso

PU>L V<2 =2

+  si—u<v<u, ue(0,1)
+ siu<v<-—u, ue(—1,0)

2.75. fU’V(’UJ,U> = -
0 en otro caso

PlU<3V<i]=%3+1in2

sil<u<uv<u?
en otro caso

2

2.76. (l) fU’V(UﬂJ) = { 6“)2

b) P2<U<4,V<9=2—-2In2+2In3
2(u—1)

SEZORS e

en otro caso

Llnov siv>1
fv(v) = { 62

en otro caso

si0<%§v§u
en otro caso

_1
2.77. a) fuv(u,v) = { 8“2U

b) PIU>2V <3]=3%+1Iln2

Llnu siu>1
¢) fu(u) = { 0 en otro caso
s sio€(0,1)
fr(v) =4 55 siv>1

0 en otro caso
278. b)) PIX+Y > Z] =1

NP~ ttt2) ity o € (0, 00
281 frim(tit2) = { 0 en 10157’20 cag’o )

Ty y Ty son independientes y ambas tienen distribucion exponencial con pardmetro

2.

4(1 —13) —2t; sit,t2€(0,1) yt1 +ta <1
2.82. le,T2(t1,t2):{ 0( 2) 1 . ti +2t2£1 ) Yttty

Ty y Ts no son independientes.
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2.83. fPt1 77777 P, (Il, e ,C(]n)

A\Tn o= An 7 (2 —t1)"2 "1 (B =ty 1 )" T 0L

_ { e PNy (o pr—T $ix1y .. ,xn €{0,1,...} yz1 <z2 < ... <z

0 en otro caso

2.84. th1 ..... W, (Y1, Un)

— 1 _ 11,2 _1 _ 2, ... 1 — 2
—Jenrata—t1) - (th—tn_1) exp{ 2 [tl it e —v) et o (U = ) ]}

2.85. st

_n(n=1)A
2

2.86. e

k
2.87. -k

2.88. a) 3; b) Z=; ¢) 60(1 — %) minutos.

2.89. 2

36

2.90. 3L

32

291. P[X) > 1, Xgy<2] =e2 —3e77 +2¢7
P[X@ <1,Xg >1] =3¢ —6e72+3¢?

292. P[Xq > -1, Xo<3]=3

P[Xp) <3 Xp) >3] =5

64
2.93.

0 sike{23,...}

oo stk=1

2.94. E[7] = {

i .
VaT(Z)—{ s sike{3,4,...}

oo stk=2

2 sime{3,4,...}
2.95.E[Z]—{0O sim € {1,2}

2mi(ndm=2)
Var(Z) = { A(m—2)2(m—a) StME {5,6,...}

00 sim € {3,4}
_ o . - o
2.96. £ [Z] = @18’ V(ZT(Z) T (a+B)?(at+B+1)

287
2.97. &I
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2.98. 2%

2.99. a) 5 (N+1) (2N +1); b) 5% (N? — 1)

2.101. 5

2.102. Y L =e

2.103. Yo =e

2.104. Y7 5 =

2.105. a) 255 b) =5

2.106. 1

2.107. /=

T2 —6

CAPITULO 3
31. EX]=1,E[Y]=-2Var(X)=13, Var(Y) =5y p= =

fxy(@y) = svmexp{—3 [gle -1 + 5y +2)° - g -1y +2)]}

32.0) f(z,y) = ﬁleXp{—% [2(m+%)2+3(a;+§—§)( —19) 45 _%)2]}

C)NX:_%7NY_;,?7U,2X ;2;?70—%/ 31 yp__i 10
33. U=LX -8y -L - L. V=JV4L

3.4. d) La distribucion conjunta de X,Y no es normal bivariada.

3.5. }1 + %arcsenp
3.6. fr(y) = \/6—6 ez Wmn)?
37 fr(y) = e B007

3.8. fuv(u,v) = 5;\/5 exp {—% [“—72 + % - 23—1uv] }

5

3.9. a) A7l = 1 -

25 —-62 25 21

-7 =70 =75 65

128 80 —160 —240 80
3 =10 35 55

b) B! =
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c¢) C No es invertible.

0 -Lo L o
1 1 1
2 2 2

1 :1[ e (1] 4

[ R

2 1 2 1 2

0 -1 0 ! 1

3.10. a) no lo es; b) si lo es; ¢) silo es; d) no lo es
3.11. a) st lo es; b) no lo es; c) st lo es
W3 —1V2 —1V6
312. P=| iv3 LV/2 —-16
W30 Ve
3.13. a) St lo es.

p_  Jas V33 —11V5 + /23 - 3V5 42 — /10 — /22
e W2-VI0-v2Z /334 11V5+4 /103 — 455

b) No lo es.
c) St lo es.

0.8621 —0.3673 0.2633 —0.2294
—-0.3673 1.1254 —.5966  0.4926

B~1 02633 —05966 13547 —08599
~0.2294  0.4926 —0.8599 1.7220
VIR W
NV OV R OV B
15.a) P=| 72 6 ¢ 2
3.15. a) ) —%\/6 13 1
0 0 -4 ]
3V3+VT —VB+VT —V3+VT V34T
pB—t| TV3EVI 3VBEVT —VBHVT V3T
Sl -VBHVT —VBHVT 3VBHVT —VB4VT
—V3+VT —VBH+VT —VBHVT 33+ VT
c) A=1B
VB 5 B
3.16. a) A = 0 1 —1v5
0 0 25
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V10 =3v5 —§v15 =¥
0 VB 0 2
b) A=
/ 0 0 ivis i
0 0 0 1
SCIE I NCIEYC R
0 1 0 =2 —2V2
cJA=] 0 0 V3 V2 V2
0 0 0 V2 2/
0 0 0 0 V2
VIS 1
1
3.17. A= i
1
1

3.18. a) (

o (

3.19. a) fuy (@) = g exp {~3(Qu) -}, en donde Q = ( %_

e=(13)

3.20. 0.755969

),’ b) U yV son independientes.

=

;d) X yY no son independientes.

N—— oW
o oo o© »:>|E
w
= o =Sl
N DO lO|
-l

N[= =

3.21. U tiene distribucion normal con pardmetros =0 y o2 = 4.

iV tiene distribucion x? con 3 grados de libertad.
3.22. /27 tiene distribucion t con 2 grados de libertad.
3.23. fY1,Y2,Y3,Y4<y17y27937 y4) = ﬁeﬁ(y%ygﬂgwi)

Z tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1).

3.28. U tiene distribucion normal con pardmetros =0 y o? = 2.

CAPITULO 4

8N+5 . N2(2N+1)-5
4.1. a) 5525 b) —55m




4.2.

4.3. a

4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.

4.10.

4.11.
4.12.
4.20.
4.21.

4.22.
4.23.
4.24.
4.25.
4.26.
4.27.
4.28.
4.29.
4.30.
4.31.
4.32.
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a) 35 b) 3
-b) 0.55416
a) 5:b)3
a) —15: b) 0
v iver [5 (N + 1) 2N +1) + (N + Y]
a) (Y +1); b) 3(X +1+2N)
a) 1Y) 3X + 3(N +1)
a) 3(N+1)—2(Y - X); b)) {(N+1)+3(Y — X)
min(X,Y) + (1-p)

p(2-p)
méx(X,Y)[3 max(X,Y)—1]
22 méx(X,Y)—1]
)Y = ggY (Y = 1) b) 5(N+1) + g5 V(Y = 1)
a)0;b) 66*2|X‘

3 2 2(X242X+2
a) 3Y; b) EBEHET ) (X) + 252D .00 (X)

LIYP-8VEZ86Y 13 1 o0 (V) + 5 (35Y2 — 34Y + 21) [ p 3(Y)

ZY +v3

1 -y
v+1¢

a) Y24 2Y +
a)0;b)0

@) 3oy (3) + 3500 ()i 0) o7
Y -X+42

X+3

a+p8
A

f(X+Y)
E([X | U] = Ulpn(U) + (1 + )15 (U)

)\27 b)Y+_

t

EIX | V] = VIay(V) + (1= £25) Iy (V)

4.33.

0
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2(z+y) 1
4.34. fxy(z|y) = { éV(N+1+2y) en otro caso

2(y—x) . B
4.35. a) fX\Y(:E ‘ y) = { y2—y s1T € {17 ey 1}

0 en otro caso

__2—w)
b) fY|X(y | ) = { ((]Nf:r)(Nfo) siye{r+1,...,N}

en otro caso

4.36. a) Dado queY =y, X tiene distribucion uniforme en el conjunto {1,...,y — 1}.

b) Dado que X = x, Y tiene distribucion uniforme en el conjunto {z +1,... N}.
L osiu=y
4.37. (l) fméX(X7y)|y(u | y) = % St u € {y+1,,N}
0 siuedl,....,y—1}
N J$+1 StV =1
b) famxy)x(v|z) =4 sive{l,...,z—1}
0 sive{r+1,...,N}
4.38. Dado que Xy = n, X; tiene distribucion uniforme en el conjunto {1,...,n — 1}.

4.39. Para z € N, dado que X +Y = z, X tiene distribucion binomial con pardametros

n=zyp= Al’}fb. Para z = 0, la distribucion de X, dado que X +Y = z, estd

concentrada en x = 0.

4.40. a) Dado que N; = s, la distribucidn de N; es binomial con pardmetros n — s y
_ _Pj
P= 15

b) Cov(N;, N;) = —np;p;

4.41. 510 < x <1, dado que X = x, Y tiene distribucion uniforme en el intervalo
(0,2x), mientras que si 1 < z < 2, dado que X = x, Y tiene distribucion uniforme
en el intervalo (0,4 — 2x).

Ars—v1) i) < oy < a3 < 1
4.42. —J a2 % 1 3
Y fX(S)lX(l)(xS =) { 0 en otro caso
X(1y+2
b) ——
4.44. 0.6816

445. a¢) 3(X+Y - 2); ) ¥+ 34X +YV - 2)?
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4.46. Siz € (0,1), dado que X +Y = z, X tiene distribucion uniforme en el intervalo
(0,2) y, si z € [1,2), dado que X +Y = z, X tiene distribucion uniforme en el
intervalo (z — 1,1).

4.47. Dado que X +Y = z, X tiene distribucion normal con pardmetros . = % y

2 _1
o°=3.

4.48. a) 2Y

6m(x+z) . _
b) fxiy_x(x|z) =4 @=0-27 si0<z<1l-2z2€(0,1)
0 en otro caso
c) 0.652038

4.49. a) 2Y; b) 2[1— (Y — X)]

oY
c) %; d)2—%+2y

4.50. a) Siz <0, dado queY —X = 2, Y tiene distribucién exponencial con pardmetro
2A ysiz >0, dado que Y — X = 2z, Y —z tiene distribucion exponencial con pardmetro
2.

b) & + (V= X) ooy (Y — X)

4.51. Dado que Y — X = z, la distribucion de X es uniforme, en el intervalo (—z,1)
si z <0 y en el intervalo (0,1 — z) si z > 0.

Dado que Y — X = z, la distribucion de Y es uniforme, en el intervalo (0,1 + z) si
2 < 0 y en el intervalo (z,1) si z > 0.

4.52. Dado que Y — X = z, X tiene distribucion normal con media —% y varianza 3,

4
4.53. a) fX’y_4x(I, Z) = #ﬁexp {—% |:I2 + % + 71:]6_6Z] }

b) Dado que Y —4X = z, X tiene distribucion normal con media —é
15

64"

Z Y varianza

4.54. a) Dado que Y — X = v, X +Y tiene distribucion uniforme en el intervalo
(o], 2 = [v).

b) 1
0 siz<y
455, Pméax(X, V) <z |Y =y|=% 2z siy<z<1
1 s12>1

Eméx(X,Y) Y] =3(14Y?)
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0 s1z2<0
4.56. a) Pmin(X,Y)<z|Y =y]|={ 1—e* si0<z<y
1 Stz 2>y
0 stz <y

P[méX(X,Y)SZ|Y:y]:{ 1—e ™ siz>y

b) E[mfn(X,Y) | Y] = Y

Lo g
Eméx(X,Y) | Y] =Y 4 fe

4.59. a) X tiene distribucion Poisson con pardmetro Ap.

b) Dado que X =z, Y — x tiene distribucion Poisson con pardmetro A(1 — p).

4.60. a) E(Y)=pu; Var(Y) =a®> + o%; Cov(X,Y) = o?
c) [y(y) = oo €XP {—m(y - M)z}

) E[X |Y =y]= a2t_fg2ﬂ+ azfgzy

Por lo tanto, dado que Y = vy, el mejor estimador de X, en el sentido de la media
cuadrdtica, es a;fUQu + a2fo2y.

4.61. B(Y) = a+18; Var(Y) = 02 + L3

fxy(y) = 7= exp{—z=(y — o — fa)*}

2no

4.62. 6 horas.

N(N+1
4.63. YD

1—p”
4.64. 2

4.65. L

on

4.66. 3

468. [1+(2p—1)Y"x
4.69. a+r—a(l--L)"

a+r
4.70. a) 3;b) 3

4.71. E[Z] = 12.5, en donde Z es el total de trabajadores afectados por algin acci-
dente en una semana.
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Si el numero de trabajadores afectados en un accidente particular no fuera indepen-
diente del nimero de accidentes, entonces no se podria asequrar la misma respuesta.

_ —lny si0<y<1
4.72. fy(y) = { 0 en otro caso

4.73. a) Xr tiene distribucion geométrica de pardmetro p = A-VH/
1 _ ,—Aa ko1 .
b)P[XT:]{}]:{ Aa |:1 € Z] 1 l<)\a/)] Slk€{0717...}

0 en otro caso

a+1‘—1) ([3+n—z—l>

474. a) P[X = 2] = { (<) GRS {0,...,n}

en otro caso

b) E[X] = Var(X) = Job otbin

(a+B)? (a+B+1)

atf’
c) Dado que X =z, Y tiene distribucion beta con pardmetros a +x y +n — x.

4.75. a) oo

b) Dado que X = x, Y tiene distribucion beta con pardmetros 2 y x + 1.

2, 4X 6

¢) X*+ X3 T
B(a+1,8+x) .
4.76. a) P[X = 2] = { Bam T EN
en otro caso

B
b) 3=
c¢) Dado que X =z, Y tiene distribucion beta con parametros o+ 1 y B + x.

o+l

d) atprX+1
477, a) 22

b) Dado que X =z, Y tiene distribucion beta de pardmetros o +1r y 5+ x.

2 6X 12
¢) X*+ 5+ m s

1 1 .
4.78. a)P[X:k]:{ 1R stke{01,. 0}
0 en otro caso

b) E[X] = oo

c¢) Dado que X =z, Y tiene distribucion beta con pardmetros 2 y x + 1.
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2
d) X+3

479. a) P[X =] = { S (29) )" sive{o1,..}

0 en otro caso

En el caso particular en que o es un entero positivo, X tiene distribucion binomaial

negativa con pardmetros o y p = /\%_1
b) E[X] = ¢

¢) Dado que X =z, Y tiene distribucion gama con pardametros a +x y X+ 1.

d) 5
A1 . 3(A\+1)?
4.80. b) (Aj2)3’ c) Do)t

CAPITULO 5
5.8. Es mayor o igual a %

5.10. ~ ®(16.531lna — 18.127)

en donde ® es la funcién de distribucién normal estdndar.
5.1l. a) P[Y 72, X; >15] < &

b) P[0, X, > 15] ~ 0.86822
5.12. ~ 0.58014

5.13. Fy(z) ~ @ (‘T%)

5.14. Por lo menos 175.

5.15. a) ~ 0.99972; b) ~ 0.97672
5.16. ~ 0.16769

5.17. ~ 0.6816

5.18. Utilizando el teorema del limite central, P[|X — 10| < 2] ~ 0.8427.

Utilizando la desigualdad de Chebyshev, P [|X —10] < 2] > 1.
5.19. 24



Tabla de la distribucién normal estandar

B(2) = = Jy e 2V dy
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zZ

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319  .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714  .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 1103 1141
0.3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 .1406 1443 .1480  .1517
0.4 .1554 1591 1628 .1664 .1700 1736 1772 .1808 1844  .1879
0.5 1915 .1950 .1985 2019 .2054 .2088 2123 2157 2190 2224
0.6 .2258 2291 2324 2357 .2389 .2422 .2454 .2486 2518 .2549
0.7 .2580 2612 .2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 .3023 .3051 .3079 3106 .3133
0.9 3159 .3186 3212 .3238 .3264 .3289 3315 .3340 3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 3577 3599 3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 3729 .3749 3770 .3790 3810  .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 3997 4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 4115 4131 4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 .4319
1.5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 .4406 4418 4430 4441
1.6 .4452 .4463 4474 .4485 .4495 .4505 4515 4525 4535  .4545
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 .4608 4616 4625 4633
1.8 4641 .4649 .4656 .4664 4671 4678 .4686 4693 4700  .4706
1.9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4762 4767
2.0 4773 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817
2.1 4821 .4826 .4830 4834 .4838 4842 .4846 .4850 4854 4857
2.2 4861 .4865 .4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887  .4890
2.3 4893 4896 4898 4901 .4904 .4906 .4909 4911 4913 4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 4931 4932 4934 4936
2.5 .4938 .4940 4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 4951 .4952
2.6 4953 .4955 4956 4957 .4959 .4960 4961 4962 4963  .4964
2.7 .4965 .4966 4967 .4968 .4969 4970 4971 4972 4973 4974
2.8 4974 4975 .4976 4977 4977 4978 4979 .4980 4980 4981
2.9 4981 4982 4983 4983 .4984 .4984 .4985 .4985 4986  .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 4990  .4990
3.1 .4990 4991 4991 4991 4992 4992 .4992 4992 4993 4993
3.2 4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 .4995
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 4996  .4997
3.4 4997 .4997 .4997 .4997 4997 4997 4997 4997 4997 4998
3.5 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 .4998
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 4999  .4999
3.7 4999 4999 .4999 .4999 .4999 4999 4999 4999 4999 .4999
3.8 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 .4999
3.9 .5000
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